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Vorwort 

Bring' nor, jiiaa \eahr iti; 

Sdinib' M, rfnsi <a Wo.- ist 

Und verficht's, bit fj mil dir gar ist! 

Wenn ich nun wieder statt des zweiten Theiles der Gas 
theorie den ersten der Meclianik publicire, so will ich das 
nicht mjt dem Hinweise auf beriihmte Muster fiir dit Reihen 
folge des Erscheinens der Bande entschuldigen. Dis kam 
■vielmehr so. Im zweiten Theile der Gastheorie hauiten sich 
die nothwendigen Einschaltungen Tiber Mechanik so diss sie 
erst einen ganzen Paragraph, dann einen Abschuitt luszu 
fiillen schienen und ich mich zuletzt entschloas, em ginzLS 
Buck darans za machen, indem ich noch ein Vorlesungsheft 
hinzunahm, das ich in den vorigen Ferien filr Voile'suiigeii 
liber Mechanik im folgenden "Winteraemester ausgeiibeifcet 
hatte. Als ich mir aber mein Auditorium betrachtete 
glaubte ich die ganze Methode desselben mit emei ein 
facheren vertanschen zu soUen. Daftir nahm ich den Tnhalt 
des betreffenden Heftes, damit doch meine Muhe nicht ganz 
verloren sei, in das vorliegende Buch auf, welches ich ol o 
als Vorlesnngen bezeichnen konnte, die ich an der Wiener 
Universitat nicht gehalten habe. 

Man sprach in neuerer Zeit vie! iiher die Dunkelheiten 
in den Principien der Mechanik und auchte sie dadurch zu 
beseitjgen, dass man der Mechanik ein gauz neues, fremd- 
artiges Gewand gab. Ich habe hier den entgegengesetzten 
Weg eingeschlagen und yersucht, ob sich nicht bei mijghchst 
treuer Darstellung der Mechanik in ihrer alten classischen 
Form die Dunkelheiten ebenfaUs vermeiden liessen, theils 
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indem ich gewiase Diage, die man friilier iiberging oder als 
selbatverstandlich nur obenhin beriihrte, ausfiihrlicli behaa- 
delte, tbeils indem icb jede berecbtigte Eritik sorgfaltig be- 
riicksichtigte. Besonders kann ich da den Bemerkungen 
Hertz' iiber den Ideenreicbtbum der einecblagigen Scbriften 
Macii's nur aufs Warmste zustimmen, wenn ich aucb 
keineswegs iiberall deraelben Ansicbt bin, wie Mach, 

Geme hatte ich mich der Bezeichnungaweise der Qua- 
temionen angeachloasen; docli ware dies meinem Bestreben, 
alles dem deutsehen Publikum fremdartige auszusehliesaen, 
auwidergelaufen. 

Der zweite Theil der Vorlesungen iiber Mechanik, der 
erat die gaatheoretisch ■wichtigen Principe bringen wird, aoll 
in kiirzester Zeit und dann, aobald ea mir mogiich sein wird, 
auch der zweite Theil der G-astheorie orscbeiaen. Ein dritter 
Theil der Mechanik aoll die Elasticitatslehre und Hydro- 
dynamik enthalten, und so wieder zur Gastheorie zuruck- 
leiten. 

Von Vollfitandigkeit und wesentlich Neuem kann natur- 
licb bei eiaem so umfangreicben und vielbearbeiteten Ge- 
biete, wie die Mechanik, nicht die E,ede sein, Trotzdem 
atellte ea sicb vom Abachnitte iiber daa Eraftenparallelo- 
1 (§ 10) bis zur Definition des Gleicbgewichtes eines 
dem d'Alembert'scben Principe uud der all- 
1 Form der Bewegungagleichungen (§§ 12, 73 und 74) 
heraua, dasa auch manche specielle Satze der Mechanik noch 
der scharferen Pracisirung bedilrfen. Natilrlich konnte hier 
keine dieser Frageu zum Abschluase gebracbt werden; das 
ware nur in einer Monographie mogiich; aber ich bin zu- 
frieden, wenn ich auf Liicken hingewiesen und Anregung zu 
weiterer Forachung gegeben habe. 
Abbazia, den 3. August 1897. 

Ludwig Boltzmann. 
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I. Grundbegriffe. 

§ 1. CharakteriBirotig dei gewahlten Methode. 

Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung der 
Naturkoipei, d h der Ortsveranderung (relativen Lagen- 
anderung) derselben, welche mit keinerlei Aenderung ihror 
iibrigen Eigeiiachifti,n verbunden ist. Sie hat nach dieser 
Definition lucli die Bedingungen zu erforschen, unter denen 
ein Korper semen Ort nichfc verandert, d. h. rnht. 

Da die Ortsyeranderungen die aUereinfachsten Erachei- 
nungen sind, so ist die Mechanik das Fimdament der ge- 
sammten Naturwissenschaft, Bs kann ims daher iiioht wan- 
dem, dass sie sehon frtth (durch Newton, Lagrange, 
Enler etc.) hock entwickelt und gegenwartig zu iromer 
grijsserer Vollendung gebraoht warde. Diese Vollendnng 
beeteht aber mehr in der Sicherheit, specielle Aufgaben zu 
behandebi, als in der ibrer Grundprincipien. Letztere wurden 
yielmehr gerade in der neuesten 2eit vielfach angegriffen. 

Ich citire da nur daa bekannte Bnch Hertz's^), welcber 
freilich dann zugiebt, dass die Unklarheit der Gmndprincipien 
der Mecbanik bauptsachlich durcb die mangelhafte Dar- 
stellung in den Leiirbiicbem Terscbuldet eei. Auf meine 
Ansicht iiber die TJrsacke, welche zu dieser mangelhaften 
Art der Darstellang yerleitete, werde ich alsbald zu sprecben 



Bs wurde wohl menials bezweifelt und ward TOn Hertz 
in dem angeflibrten Bucbe besonders hervorgehoben, dass 

') Die Prmeipien der Mechanik in nenem Zusammeahange dar- 
gestelit von Heinricli Hertz. Leipzig, J. A. Bartli, 1894. 
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1, % 1. CharakterisiruDg der gewShlten Metliode. 

unsere Gedanken blosse Bilder der Objecte (besser Zeicben 
fur dieselben) sind, welclie mit diesen bfichstens eine gewisse 



Verwandtschaft haben, 
kGnnen, sondern sich 
zu den Lauten oder di 



cb aber mit ibnen niemals deoken 
ibneu verhalten, wie die Buchstaben 
Noten zu den Tonen. Sie ver- 
mogen aucb wegen der Bescbranktheit unserea Intellects 
immer nur einen kleinen Theil der Objecte wiederzuspiegeln. 
"Wir kSnnen nun in zweierlei Weise verfabren: 1. Wir 
konnen die Bilder mehr allgemein lassen. Wir laufen dann 
weniger Gefabr, dass aie aich apiiter als falsch erweiseu 
werden, da sie aicb neuentdeckten Thatsachen leichter an- 
paseen laaaen; aHein durcb itre Allgemeinheit werden die 
Bilder mehr unbestinunt und verwascben und ibre Wcitei'- 
entwicklung wird mit einer gewiasen Unaicherheit und Viel- 
deutigkeit verkniipft sehi.,. 2. Wir specialisiren die Bilder 
und fiihren sie bis zu einem gewiasen Grade ins Detail aus. 
Dann werden wir viel melir Willkurliches (Hypotbetischea) 
hineintragen miiesen, waa yielleicht auf neue Erfakrungen 
nicht passt; dagegen haben wir den Vortheil, dass die Bilder 
moglichst klar und deutlich sind, und wir alle Consequenzen 
aus denselben mit voller Bestimmtheit und Eindeutigkeit zu 
Ziehen vermogen. 

Gerade die Unklarheiten in den Principien der Mechanik 
acbeinen mir daber zu sfcammen, daaa man nicht sogleich 
mit hypothetischen Bildem unaeres Geiates beginnen, son- 
dern anfangs an die Erfahrung anknupfen wolite. Den 
Uebergang zu den Hypothesen auchte man dann mehr zu 
verdecken, wenn nicht gar einen Beweis zu erkttnsteln, dass 
das gauze Gebaude nothwendig und hypotheseufrei sei, ver- 
fiel aber gerade dadurcb in Unklarbeit. 

VoUends in der neuesten Zeit wird baufig die Forderung 
aufgestellt, man soUe nur die direct gegebenen Eracheinungen 
erfassen und ihnen nichts Willkilrlicbes binzufiigen. So sebr 
ea sich empfieblt, das Tbatsachliche vom Hypothetischen zu 
trennen und letateres nie grundlos zu h^ufen, so glaube 
icb doch, dass man obne alles Hypotbetiscbe iiber eine 
unvereinfachte Markirung jeder einzoinen Erscheinung im 
Gedachtnisse gar nicht hinauskommen konnte, Alle Vereiii- 
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I. § 1. Charakterisirung der gewahltea Methods. 3 

fachnngen der G-eda^httiissbilder, alle BrfMSung yon Geseta- 
mSssigkeiten, alle Eegeln, complicirte Erscheirrangen kurz zu- 
aammeii zu fasaea und nach einfaclien Vorschriften voraus 
zu bestimmen, beruhen auf der Anwendung von Bildern, 
die von fremden einfachen Eracheinungen und Willensacten 
hergenommen sind. 

Man hat als Ideal die bloase Aufstellimg von partiellen 
Difterentialgleichungen und Vorheraagung der Erscheiimngen 
aus denaelben hingestellt. Ailein anch diese sind nichta 
anderes, als Kegebi znr Construction fremder Vorstellnngs- 
bilder, der Zablenreihen. Partielle Differentialgleichimgen 
fordem die Conatmction von ZahlenziisammensteUuEgen, die 
eine Mannigfaltigkeit von mehreren Dimensionen bilden. Sie 
Bind, wenn maa aich der Bedeutung iluer Symbolik erinnert, 
abaolut nichts anderea ala die Eorderung, sich sehr viele 
Punkte aolcher Mannigfaltigkeiten (d. h. SteDen, die durch 
mehrere Zahlen der Mannigfaltigkeit, wie Eaumpimkte durch 
die Coordinaten charakterisirt aind) vorzustellen und daraua 
Each bestimmten Hegeln fortwShrend neue Mannigfaltigkeits- 
pankte abzuleiten, gewissermaassen eine Fortbeweguug der 
Punkte in der Mannigfaltigkeit zu denken.^) 

So enthalten, wenn man auf den G-rund geht, auch die 
Maxwell' schen elektromagnetiechen Gleichungen in der 
Form, in der sie Hertz reproducirt, Hypothetischee, der 
Erfahrung Hinzugefiigtes, das wie immer durch XJebertragung 
der an endlichen Korpern beobachteten Gesetze auf von uns 
fingirte Elemente gebildet wird. Sie sowie alle partiellen 
DifferentialgleiGhungen der mathematischen Physik, welche 
zudem beim gleichzeitigen Zuaammenwirken mehrerer Natur- 
krafte (Elektricitat, Magnetismua, Elaaticitat, Wanne, Che- 
mismua) eine fast unubersehbare Complication hahen, sind 
ebenfalls nur, wenn auch aus etwas anderen Blementen aia 
den una gewohnten Atomen zuaammengesetzte, unexacte, 
schematiache BUder fiir bestimmte Thatsaohengebiete. Ibre 
Rechtfertigung eucht Hertz erst nachtragiich in der Ueber- 

') Vgi. Boltzmann., Ueber die "Qnentbehrliohkeit der Atomistik 
in der Naturwisaenschaft. Wien. Sitzber. Bd. 105, S. 907, 7. Nov. 1896. 
Wied. Ann. Bd. 60, S. 231, 1697. 
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4 !■ § 1- Charakterisirung der gewShlten Metliodc. 

einstimmung mit der Erfaliriing, geradeso wie wir ea fiir die 
atomiatischen Bilder thun werden. 

Die Behauptung, dass durch die Atomistik, nicht aber 
durch die partiellen Differentialgleichungen den Thatsacheii 
Fremdes hinzugefugt werde, scheint mir unbegrilndet AUer- 
diags dacf man nicht aue der hauflg durch Thatsacheii 
so nahe gelegteu Anweadbarkeit der Atomistik sehUessen, 
daas ihre Bilder ilberall auareichen milssen. Wo ihre un- 
gezwungene Anwendung noch nicht gelang, soil man andere, 
Ton anderen Elementen ausgehende Bilder beiziehen. Man 
darf nur in den Thatsachen selbst woblbegriindete atomi- 
stische Bilder anwenden, niemals durch Willkiirliches, Phan- 
taatiaches der Natur Gewalt antiiun. 

In dieser Hinsicht wird gewiss Niemand die Atomistik 
fiir alle Phantaatereien verantwortlich machen, welche ¥on 
Unberufenen auf ihrem Gebiete getrieben wurden. Wer 
weiaa, ob die Energetik, wenn sie je das heutige Alter der 
Atomistik erreichen sollte, an solchen Auswiichsen Ermer 
sein wiirde? 

Man darf auch nie metaphysische Griinde fiir das Bild 
suchen oder daraus voreilige Schliisse, wie dass die chcmischen 
Atome materielle Punkte seien, ziehen. Ebenso wenig darf 
man die Moghchkeit aus dem Ange verlieren, daas ea noch 
einmal durch ganz andere Bilder verdrangt werden konne, 
8agen wir, um ja nicht engheraig zu erscheinen, sogar von 
Mannigfaltigkeiten hergenommene, die nicht einmal die Eigen- 
achaften unserea dreidimensionalen Eanmes haben, so dass 
also z. B. die einfachen geometrischen Constmctionen der 
Atomistik durch Manipnlationen mit Zahlen zu ersetzen 
w^ren, die eine complicirte Mannigfaltigkeit bilden. 

Ich bin somit der Letzte, der die Moghchkeit, auf 
anderem als atomistischem "Wege ein besseres Bild der 
Natur zu gewinnen, leugnen wurde. Gerade um fiir den 
Werth eines etwaigen anderen derartigen Naturbiides einen 
Maassatab zu gewinnen, will ich in diesem Buche danach 
streben, die alten Bilder der Mechanik so klar und con- 
sequent, als es mir m5glich ist, zu eutwickeln. Nun ver- 
suche man es, ein anderes hypotheaenfreieres Weltbild, 
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I. § 1. Charakteriairung dei- gewShlten Methode. 5 

sei es auf energeti sober oder rein phanomenologiacher 
Basis, nicht bios in einigen unbestimmten Andeutungen als 
megUcli linznatellen , sondem vom Aofange bis zum Ende 
mit der gleichen Klarheit zu entwickeln, wie im Folgenden 
das mechaniache Bild dargestellt werden wird. Hie Ehodus, 
hie salta! 

So lange dies noch nioht gelungen ist, gebe ich die 
Mogliohkeit, nicht aber die Gewissheit zu, dass ein anderea 
Weltbild das mechanische verdraQgen wird, 

Bildem aber, welclie unbestimmter und versohwommener 
als das nun zu entwickelnde sind, werden wir bios einen 
Platz neben diesem zuerkennen, da jenen zwar grossere 
Anpassungsfahigkeit, diesem aber die grosste innere VoU- 
kommenbeit zukommt, wodurch es gewisaemiaaBsen zum 
Musterbilde wird, mit dem sioh an Klarheit und Deutlich- 
keit jede neue theoretische Vorstellung wird messen miissen. 

Wir werden femer von der G-nmdannahme einer wenn 
auoh grossen, so doch endhchen Zahl von materiellen 
Punkten ausgehen. Man sagt gewohnlich, durch die Diffe- 
rentialgleichungen werde ein zuerst von einer endHchen 
2ahl ausgehendes Bild ganz vermieden; allein das ist wieder 
Tauschung. Die Differentialgleichungen fordern gerade so 
wie die Atomistik zunachst die "Vorstellung einer grossen 
endhchen Zahl von Zablenwerthen und Mannigfaltigkeits- 
punkten, d. h. Stellen in der ZahlenmanDigfaltigkeit Sie be- 
haupten nur hinterdrein, dass das Bild die Erecheinungen 
niemals exact darstelle, sondem nur um so mehr angenahert, 
je grosser man die Zahl dieser Mannigfaltigkeitspunkte und 
je kleiner man ihren Abstand w^hlt nnd da scheint mir wieder 
vorlaufig die MSgliehkeit noch gar nicht ausgeschlossen, dass 
das Bild bei einer gewissen sehr grossen Zahl der Mannig- 
faltigkeitspunkte die Erscheinungen am besten darstelle und 
bei weiterer VergrSsserung dieser Zahl sich wieder von ihnen 
entfeme, dass die Atome in einer grossen aber endlichen 
Zahl existiren. 

Die qualitativen Gesetze der Naturerscheinungen und 
auoh die quantitativen Beziehungen unter sehr einfechen 
Verhaltnissen, z. B. die Bedingungen des Gleichgewichts eines 
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5 I- § 2- Grundbegriffe. 

schweren Parallelepipeds, desaen Kaaten sich wie 1:2:3 
verhalten, kann man freilich aucli im Geiste abbilden, ohne 
Yon einer selir grossen endlichen 2ahl Yon Elementen aua- 
zugehen. Sobald man aber die Geaetze bei complicirten Be- 
diagungen quantitativ angeben will, muss man immer Yon 
Differentialgleicliijngen ausgehen, d. b, zuerat eine grosee end- 
liche Zabl von Mannigfaltigkeitaptmkten aich YorsteUen, also 
atomistiscb denken, woran dadurch niclits geandert wird, 
daBS man sich binterher durcb Vermehrung dcr Zabl der 
Torgestellteii Punkte dem Continuum bebebig nahern kann, 
okne es jemals zu erreicben. 

Docb wie dem aucb sei, gerade beute bat es einen 
Reiz, die durchsicbtigste naturwiaaenscbaftbcbe Disciplin, die 
Mecbanik nacb einer Methode zn bebandeln, welche der 
momentan modernen gerade entgegengeaetzt ist und Yon 
Yornberein ganz specieJle Vorstellungsbilder zu Srunde zu 
legen. Der Leaer wird aicb YieUeicbt anfangs des Gefiihls 
nicbt erwebren konnen, dass wir bios ein Spiel mit.Gedanken- 
bildern treiben und die Wirkliehkeit aus dem Auge Yerberen 
TJnbekiimmert darum werden wir zunachst tctcbten, d is "N or- 
stellungsgebaude mSgUchst klar und -widerspiucbslos zu ge 
stalten. Zeigt es sicb dann in Uebereinstimmung mit dei 
Wirkbchkeit, so ist damit das WillkUrlicbe m den Giund 
Yorstellungen entschuldigt. "Wir wollten ja nichto al*? em 
Bild der Natur liaben und daduxeh, dass wir uns dessen 
klar bewusst sind, laufen mr nicbt Sefahr, dem Bdde mebr 
als der Erfahrang zu trauen und gegen lefcztere blind zu 
werden. 

§ 2. Die der Lehre von Eaum and Zeit entlehnten Grnncl- 
begriffe. Erste Grundannahme. Continuitat der Bewegang. 
Jede OrtsTeranderung gescbiebt im VeiHufe der Zeit 
und spielt sicb im Eaume ab. Die Lehre yoid Eiunif als 
solcben vmd der Zeit als solcher baben wn dabei Yoiaus- 
zusetzen, ebe wir die Mecbanik in Angnft nebmen Die 
Zeit als Mannigfaltigkeit einer Dimension ist dmeh die in 
einer Dimension angeordaete Mannigfaltigkeit der Zablen 
darstellbar, dagegen geben die RaumYerbiltmsse zu einer 
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besondereo WiBsensdiaft, der Geometrie, Veranlassung. Die 
gesammte Lehre der rationalen und irrationalen reellen 
Zahlen mit EinecliluBS der Infimtesimalrechnung sowie die 
gesammte G-eometrie setzen wir daher als bekannt voraua. 
Zwar involviren auch dieae Wiaaenschaften manche pria- 
cipielle Scbwierigkeiten. Doch dieaelben iibertragen sich 
gleichmassig auf aUe Anaicbten iiber die Principieii der 
Mechanik, da alle von Eaum und Zeit ausgehen miisaen. 
Da wir hier aber nur die der Mecbanik eigentliiimliciieii 
principielien Sobwierigkeiten besprecben woUen, so -wollen wir 
ims am die der Arithmetik und Geometrie nicht kiimmern. 
Wir konnen offenbar kein Bild von Kbrpem und Be- 
wegungen derselben erhalten, wenn wir alle Tbeile des ge- 
aammten unendlichen Raumes gleiclmiaasig ins Auge fassen. 
Wir wollen daher zahlreicbe einzelne Punkte desselben vor 
den iibrigen hervorheben. Dieae vor den iibrigen ausge- 
zeichneten Itaumpunkte nennen wir mater ielle Punkte . 

"Om die Lage irgend eines der materiellen Puivkte zu 
irgend einer Zeit zu definiren, denken wir ims zu alien 
Zeiten im Eaume ein bestimmtea rechtwinkebges Coordi- 
natensystem vorbanden, Unter dem Orte unaerea materiellen 
Punktes zur gegebenen Zeit versteben wir desaen Lage re- 
lativ gegen jenea Coordinatensystem, welcbe wir in bekannter 
Weise durch carteaiscbe oder Polarcoordinaten oder aonst wie 



Dss Coordinatensystem ist freilicli nichts Eeellea, allein 
darin Hegt nacli den bier zu Grunde gelegten Anscbauungen 
keine Schwierigkeit, da ea aich ja gegenwartig bloa um Con- 
struction eines Vorstellungsbildea bandelt. Wir werden apater 
sehen, daas dieaes Ooordinatensyatem in veracbiedener Weise 
gewablt werden kann. Wir werden aucb sehen, daaa der Ort 
einea materiellen Punktes statt durcb seine relative Lage gegen 
dieses Coordinatensystem durch die gegen drei besondera 
hervoraubebende raaterielle Praikte oder einenKorper, welcbe 
gewisse Eigenscbaften besitzen miissen, definirt werden kann 
oder aucb gegen gewisae aua der Gesammtheit der Punkte 
abzuleitende Gerade oder Ebenen, ao dasa man in das Ge- 
dankenbild bios G-leicbartiges (lanter materielle Punkte), nicht 
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'Euch dazu nocli ein Coordinatenaystem aufzunehmen braucht. 
Doch es wUrde unser Bild nur yerwirren, wenn wir dies 
jetzt beriicksichtigeii wiirden. Unser Bild besteht daher 
auB dem Coordinatensyateme und aammtlichen materiellen 
Punkten, welche zu jeder Zeit eine gegebene Lage relativ 
gegen das Coordinatensysfcem haben, Dass wir noch andere 
Coordinatensysteme wahlen kfinnen, ohne dass das Bild yon 
seiner Uebereinstimmung mit der Erfaliruiig etwas einblissen 
wiirde, kiimmert uns einstweilen nicht. 

Kbenso wenig als die Frage nach der Moglictkeit, Lageii 
im Haume absolut zu bestimmenj maclit uns die nach dem 
Kriterium der G-leichbeit veracHedeaer Zeitintervalle yon 
unserem Standpunkte Schmerigkeii^n. Wir iingiren die 
Mogliclikeit der Construction einea vollkommen sich gleich 
bleibenden Chronometers, der geniigenden Abhaltung aller 
storenden Einfliisae von demselben und seiner Ersetzung 
durch ein aaderea gleich beachaffenes, noch bevor e3 sich 
im Mindesten abgenutzt hat. Ein BHck auf das Chronometer 
belehrt una dann liber den Werth derjenigen independenten 
Variabeln, welebe wir die Zeit nannten, 

Ich bin weit entfemt mir einzubilden, dass es moglich 
sei, Mer und im Eolgenden jedes Wort yor dem G-ehcauche 
exact zu definiren. (Vgl. die erste Seite meiner Abhandlung 
„uber die Erage nach der objectiyen Existenz der Vorgange 
in der unbelebten Natur",)^) Die Ursache der Klarheit obiger 
Bilder Hegt auf der Hand; ea sind Vorschriften, raumhche 
Verhaltnisse zu denken, welche sich jeder leicht angeniihert 
mit Lineal und Bleistift oder Holzstaben und Stricknadehi 
sichthar und greifbar darsteUen kann und welche ao gelaufig 
aind, dass ihre bloaae Vorstellung meist schon ohne Zeich- 
nung auareiohend Mar ist. Dabei wird yon einem Minimum 
von VorsteUungen Gebranch gemacht. Der Uebergang von 
wenigen einzein vorstellbaren Punkten za sehr yielen wird 
durch allgemeiae Eegehi ilbersichtlich vermittelt. Je mehr 
aich durch dieae einfachen Bilder, die wir doch zur Dar- 
stellung gewisser Ph^nomene gegenwartig sicher nicht ent- 

') Wien. Sitzber., Bd. 106, S. 83, 7. Januar 1897. 
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behren kSnnen, darstellen lasat, desto begreifliciier muss uns 
die Natur erscheineii. 

Was nur durcli Zuziebung anderer Voretellungen er- 
klart werden kann, ersclieint ims weit imbegreifliclier. Jeden- 
falls aber soil man auoh bei DarleguDg derartiger anderer 
Voratellungen die Elemeute, von denen man ausgeht, nicht 
bloa imbestimmt andeuten, sonderu ebenso aufricbtig und 
Mar pracisiren, wie icb dies hier Tersncbe. 

Wir wollen nun unser Bild weiter ausfiibren dadurcb, 
dass -wir uns beatimmte Gesetze fiir die Ortsveranderung 
aller dieser materiellen Punkte mit der Zeit fingiren, An- 
nabme 1. Wir stellen uns vor, dass zur selben Zeit nie- 
'mals zwei Teracbiedene materielle Punkte zusammenfallen 
reep. tmendlich nabe aueinander liegen, dass dagegen jedes- 
mal, wenn sicb zu irgend einer Zeit irgend ein materieller 
Ponkt an irgend einem Orte (natUrlicb relativ gegen unser 
Coordinatensystem) befindet, dann zu einer unendUcb be- 
nacbbarten Zeit sicb ebenfalls ein und nur ein materieller 
Punkt an einem dem ei'steren Orte unendlicb benachbarten 
Orte befindet. Wir sagen, der letztere materielle Punkt 
ist derselbe wie der erstere und nennen dies das ftesetz der 
Continuitat der Bewegung. Es giebt uns allein die Mbg- 
licbkeit, denselben materiellen Punkt zu verscbiedenen Zeiten 
wieder zu erkennen. Den Inbegriff aller Orte, an denen sicb 
ein und derselbe materielle Punkt im Verlaufe aller Zeiten 
befindet, beisst die Bahn dieses materiellen Punktes, der 
liibegrifE derjenigen Orte, welcbe er wSbrend einer end- 
licb begrenzten Zeit durcblief, beisst der Weg wahrend 
dieser Zeit. ' 

Wir konnen dae Gesetz der Continuitat aucb so for- 
mubren: Jedem materiellen Punkte, der za einer gcwissen 
Zeit gewisse Coordinaten batte, entspricbt zn einer unend- 
Ucb wenig verscbiedenen Zeit ein und nur ein materieller 
Punkt mit je unendRcb wenig verscbiedenen Coordinaten, 
welcber derselbe materielle Punkt beisst, d. b. die Coordi- 
n aten jedesm ate riellen Punktes sind continuirlicbe Functionen 
der Zeit, x = <p{t), y —x [t), x = ij.) (t). 
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1 3. ZweiteGmndannahme. Existenz der DifferentiaXcLuotienten 
der Coordinate]! naeh der Zeit. Begriff der Geschwindigkeit 
und der en Componenten. 
"Wir wollen unser Bild weiter dahin erganzen, d ass die 
eben besprocheaen FuDc tio nen y [t ], i /i (^) und y [t], welche 
die Abhangigkeit dec Coordinaten jedee inateriellen Punktes 
von der Zeit ausdriicken , erste und zwe itejDifierai^- 
q uotient ei i haben so IIpt, dip. nii-gp.Tii^a^irnp.Tidlip.li werden, was 
wir die G^rundaimalime 2 iieiuien woUen. Wir wollen mit 
tc, ?/, K resp. tc^ = a; + ^, 1/^ = !/ 4- J?, «j = K + t die Coordinaten 
der beiden Eaumpunkte A und A' bezeichnen, wo aich ein 
bestimmter materieller Punkt znr Zeit / resp t + t befaiid. 
cr sei die L^nge der Geraden A A'. Wenn dann ( constant 
Heibt nnd r immer mehr abnimmt, so mass also Folgendes 
eintreten : 

1. Der Quotient |/t iiahert sioh einer bestinunteu end- 
lichen Grenze, welche wir mit u bezeicbnen. Nach der 
Symbolik der Differentialrechnnng wird sie mit dxjdt oder 
<f'{i) bezeichnet. Dasselbe gilt fur ij/t und ^/r. Es iat also 

welcbe GrSsson positiv und negativ nnd auch glcich Null 
sein konnen und die Componenten der Geschwindigkeit des 
materielLen Punktes in den drei Coordinatenrichtungen 



2. Da fur jeden Wert von t die Gleichung 
BO nahert sicli der Quotient ajr der Limite 

= iWffF+WW+Wlm' 

welch 6 die Geschwindigkeit des mater iell en Punktes Kur 
Zeit ; heisst and nur einen endlichen positiven Wert ein- 
achliesslicli der Null haben kann. 
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3. Wenn die letztere Limite nicht gleich Null ist, so 
nahert aich die Kiehttmg der von A gegen A' gezogenen 
Geraden jedenfalls einer bestimmten, in einem beBtinimteu 
Sinne gezogenen Eichtung im Eaume, welche die HicMung 
der Geschwindigkeit des materieUen Punktes zur Zeit t heisst. 
Wir wollen allgemeia die Winkel einer beliebigen gerichteten 
(in einem bestimmten Sinne gezogenen) Geraden G niit den 
positiven Coordinatenaxen mit {G,x), (G,y) und {G,x), den 
Winkel zweier gerichteter Geraden und E mit {G, H) 
bezeichnen. Da fur jeden Werth von r die Gleichuug 
I = (7 COS (ff, a;) mit zwei analogen, fttr die beiden iibrigen 
Coordinatenaxen geltenden besteht, so ist auch: 
3) M = cos {e,x], V = G cos (c, y), w = c cos (e, z). 

Seien A", X", .... .d*"* die Eaumpunkte, wo sich der 
materielle Punkt zu den Zeiten i + 2T, ( + 3r, ....t-^nr^T 
befindet, so nahert sich dann, wie die Integralrechnung lebrt, 
aucb die Summe der Geraden AJi, A.Ji', .... Ji-^-'^ J^^, 
wenn t immer melir abnimmt, dagegen i und das Product ni 
constante endUche GrSasen sind, einer beatimmten Limite, 
welche der in der Zeit T —t zuriickgelegte Weg heisst und 
naoh der in der Integralrecbnung ilblichen Symbolik mit 

^adt bezeicbnet wird, wobei man noch haufig As I'iir niit 



ist. Die erste der Gieicliungen 1) hat keine andere Be- 
dentung, als daas der Zuwachs ^ der Abscisse sich von dem 
mit M multiplicirten Zuwachse r der Zeit nur um eine 
Grbase unteracheidet, welche durch t dividirt sich mit ab- 
nehmendem r der Grenze Null nahert. Die Bedeutung solcher 
Gleichungen wird besondcrs kurz und anschauhch ausgedriickt, 
wenn man die Zuwachse der Variabeln gleich antangs dorch 
den betreffenden Variabeln vorangestellte Differeatialzeichen 
bezeichnet. Die Gleichheit zweier Differentialausdriicke be- 
deutet dann nichts anderes, als dass sich dieselhen nur um 
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eine Grosae unterscheiden, welche durch eines der Difl'e- 
rentiale (wenn der Coefficient eines derselben Null ist, muss 
dieses gewSJilt werden) dividirt, sich mit abnehmendem 
Wertbe des Nenners der Grenze Null nahert [unendlich 
klejn hoherer Ordnung ist). Die Gleichheit zweier Diffe- 
rentialausdriicke ist dalier erwiesen, wenn man geoiaetrisch 
oder sonst wie zeigen kann, dass ihr Unterschied unendlich 
klein hoherer Ordnung ist. 

Wir wollen una aehr haufig der Gleichungen zwischen 
DifferentialauBdriicken in diesem Sinne hedienen und schreiben 
daher die Gleichungen 1), 2), 4) einfaeher in der f^orm: 

{dx^udt, dy — vdt, dx, ~ wdl , 
ds = c dt = -^{dxf + {dyf ^- {d%f . 
Die letate dieser Gleichungen beaagt, dass sich der Unter- 
schied zwischen dem aehr kleinen Wege ds und der mit e 
multiplicirten Zeit dt, wahrend welcher er zi 
wurde, durch dt dividirt der Grenze Null nahert, ' 
sofort folgt, dass die Summe fds aUer wahrend einer end- 
lichen 2eit zuriickgelegten Wege gleich dem Integrale fcdt 
ist, wenn c ale Function der Zeit gegeben ist. 

Es giebt ivie bekannt auch Functionen, welche bei 
jedem unendlich kleinen Zuwacha dea Aa^gumentes unend- 
lich wenig wachsen, ohne dass sich ffir irgend einen Worth 
des Argumentes der Quotient dea Zuwachses des Argumentea 
in den der Function bei unendlicher Abnahme des ersteren 
irgend einer bestimmten Grenze nahert; daher foigt aus der 
Annahme 1 noch keineswega die Annahme 2. Jeder, der 
einmal Mechanik studirte, wird sich wohl erinnern, welche 
Schwierigkeiten ihm das Verstandnias der Beweise machte, 
daea die Bewegung wahrend einer sehr kurzen Zeit als ge- 
radlinig und gleichformig, die Krafte wahrend einer solchen 
ala unveranderlich betrachtet werden konnen. Diese Schwierig- 
keiten Uegen einfach darin, dass die betreffenden Beweiae 
gar nicht richtig aind. 

Die analytischen Functionen haben wir ja gerade zur 
Daratellung der Erfahmngsthataachen gemacht. Ibre Diffe- 
rentiirbarkeit kann nicht als Eeweis fiir die Differentiirbar- 
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keit empirisch gegebener Functionen gelten, da ja die Zahl 
der deokbaren undifferentiirbaren Functionen gerade so uq- 
endlich gross ist, wie die der differentiirbaren. Ebenso ist 
die Thatsacbe, dass jeder mit der Hand oder einer Maschine 
gezogene Strioh dem Habitus einer differenzirbaren Function 
entspricht, nur ein Beweis, dass, so weit heute unaere Be- 
obachtungsmittel gehen, die Differentiirbarkeit der in der 
Mechanik empiriscb gegebenen Functionen eben etwas er- 
fabrungsmasaig Gegebenes ist. 

Deshalb haben wir obne jede Beschonigung die Diffe- 
rentiirbarkeit einfach als Annahme bingestellt, welcbe mit 
den bisherigea Erfabmngsthatsaclien ilbereinstimnit. 

§ 4, Einfnhrung der Veetoren. 

Im Folgenden wird uns die Vectorrechnung oft niitz- 
lich aein. Wir wollen daher ihre Grundbegriffe scbon an 
diesem einfachen Falle erortem. Unter einem Vector ver- 
stehen wir eine endlicbe Gerade von bestimmter Lange, be- 
atimmter Richtuug und bestimmtem Sinne (Angabe, welcher 
ihrer Endpunkte als Anfaags-, welcher ala Endpunkt anzu- 
aeben ist). Da der Zweck des Vectors nur der aein soil, 
una diese drei Dinge zu Tersinnlichen, ao ist es, so lange 
der Vector nicbt nocL etwas anderes ausdrucken soil, gleieh- 
gultig, von welchem Punfete dea Eaumes aus er gezogen wird. 
Am hauflgaten woUen wir einen Vector vom Coordinaten- 
ureprunge O aua ziehen (diesen als Anfangapunkt der be- 
treffenden Geraden wahlen). 

Unter der Summe zweier Veetoren (Vectorsumme) ver- 
steben wir einen dritten, den \Mr erhalten, wenn wir Yom 
Endpunkte des einen Vectors aus den zweiten Vector auf- 
tragen und den Anfang<tpunkt dea ersten mit dem End- 
punkte des so erhaltenen zweiten Vectors verbinden. Die 
Summe wird also aus den beiden Veetoren so erhalten, wie 
nacb dem Krafteparallelogramme die Eesultirende zweier 
Krafte, Ein Vector, dessen Summe mit eiuem zweiten einen 
dritten Vector Hefert, heiaat die Dift'erenz (Vector differ enz) 
dea dritten und zweiten Vectors. Wenn die Projection eines 
Vectors auf die Ahacisaenase gleich der Summe der Pro- 
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jectionen zweier aaderer Vectoren auf die Abscissenaxe ist 
und daeselbe von den beiden anderen Coordinatenaxen gilt, 
so iet, wie man sofort sieht, der erste Vector die Summe 
der beiden anderen. Dasselbe gilt fiir die Differenz zweiei- 
Yectoren und fiir die Summe von mehr ala zwei Vectoren. 
Um letztere zu flnden, muss man zur Summe des ersten 
and zweiten den dritten addiren n. s. w., dalier vom End- 
punkte B des ersten Vectors AB eine Gerade BG gleich 
lang und gleich gericlitet ■wie der zweite Vector, vom End- 
pimkte dieser Geraden eine Gerade GD gleicli lang und 
gleich gericbtet wie der dritte Vector u. s. w. ziehen. Die vom 
Anfangspunkte A des ersten Vectors zum Endpunkte M der 
letzten dieser Geraden gezogene Gerade ist dann die Summe 
aUer Vectoren. Die Figur 

5) ABGD ...M, 

die natiirlicb nicht in einer Ebene zu liegen braucht, heisst 
das Vectorpolygon, speciell, wenn die Vectoren KrSfte dar- 
steUen, das Kraftepolygon. 

Wir kiinnen offenbar die Lage beliebiger materieller 
Punkte zu euier beliebigen Zeit aucb durch die Vectoren 
darstelien, welcbe man von irgend einem Haumpunkte, z. B, 
vom Co or dinatenur sprung e gegen diejenigen E,aumpunkte 
Ziehen kann, in deuen sich die materieUen Punkte zur be- 
treffenden Zeit befinden. Die Entfemong A A' der Eaum- 
punkte A und A', ■wo sich ein materieller Punkt zu den 
Zeiten t und t + r befindet, kann dann ebenfalla als Vector 
betrachtet ■werden and zwar ist derselbe die Differenz der 
Yektoren OA' und OA, welche die Punkte A und A' mit 
dem Goordinatenurspmnge verbinden. "Wir konnen von 
einem beliebigen Punkte, z. E. vom Coordinatenursprung 
aus auch einen Vector Oh ziehen, welcher gleich gericbtet 
und gleich lang wie A A' ist. Da jedoch die Lange von A A' 
mit abnehmendem t selbst bis ins TJnendhche abnimmt, so 
konnen wir auch die Lange dieses Vectors Ob im Verhalt- 
nisse von t zu irgend einer ein fiir allemal unveranderlich 
gewShlten Zeit (der Zeiteinheit) vergrosaern. Die Grenze OB, 
welcher sich der so vergrosserfce Vector mit abnehmendem r 
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nahert, nennen wir deu Gesch win digkeits vector des be- 
treffenden materiellen Punktes zur Zeit (. Er selbst stellt 
die Geschwindigkeit des betreffenden materiellen Punktes in 
Grosse and Bichtung, seine Projectionen auf die drei Coor- 
dinatenaxen, deren Componenten u, v, w dar, unci zwar 
gleichgiiltig, Ton welchem Punkte des Eaumes ana er ge- 
zogen wird. 

§ 5. Begriff der Beschleunigang und deren Componenten. 
Wir haben in dieGrundannahme 2 aucb die Bedingung auf- 
genomnien, dass die Coordinaten zweite DifEerentialquotienten 
naeh der Zeit besitzen. Wenn diese Differentialquotienten 
■wabrend einer endlichen Zeit n t gleich Null aind, ao begen 
die Verbiiidungsbnien AA!, A! ^', J[' M" . . . der Itaumpunkte, 
wo sich der materielle Punkt zu den Zeiten (, ( + t, ( + 2 t, 
. , . ( + nr befindet, alle in ein und derselben Geraden and 
sjnd alle untereinander gleich lang; die Bahn des materiellen 
Punktes ist also eine Gerade und es werden in gleicben 
Zeiten gleicbe Wege zuriickgelegt. Die Gescbwindigkeit iat 
conatant, die Bewegung gleichfdrmig. Jede Besckleunigung 
Oder Verziigerung der Bewegung, jede Kriimmung der Bahn 
nach der einen oder anderen Seite ist also dadurch bedingt, 
dass die zweiten Differentialquotienten der Coordinaten nach 
der Zeit von Null verschiedene Werthe haben, Es siad 
daher jetzt vor allem anderen die Werthe dieser zweiten 
Differ en tialquotienten zu stndiren, 

Ein materieUer Punkt moge sich wieder zu den Zeiten 
i, i + T und i + 2 T in den Eaumpunkten A, A' und A" be- 
finden, deren Projectionen auf die Abscissenaxe Zi, H', D" soien 
(s. Fig. 1). X, y, % reap, cc', j/', ;»' und a;", )/', % seien die Coor- 
dinaten des materiellen Punktes zu den Zeiten t resp. i + x 
und ( + 2t. Dann ist bekanntlich der zweite Difierential- 
quotient der Abscisse x des materiellen Punktes nach der Zeit, 
welchen man die Componente der Beechleunigung dieses 
materiellen Punktes in der Abscissenrichtung nennt, gleich 
der Limite des Ausdnicks 
61 ^'--j: ~ (a;' - -A ^ D'D"- DP ' 
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fur unendlich abnehmende r; nun sind aber die Strecken 

DI/ und 17 D" die Projectionen der Vectoren AA' und A' A" 

auf die Abscissenaxe. Der Zahler des Bruchea der Fonnel 6 

ist also die Projection der Differenz dieser beiden Vectoren 

aaf die Abscissenaxe. Da es hierbei offenbar gleichgiiltig 

ist, TOn welchem Punbte 

aua man die "Vectoren auf- 

tragt, so wolleii wir die 

beden Vectoren yon dem- 

selben Itaumpunkte au3 

auftragen, also z. B. den 

Vector A A' durch einen 

gleich langen nnd gleicb 

Pig_ J, gerichteten , yod A' aua 

gezogenen Vector A'E er- 

setzen. Die Verbindrai^linie JSA" der Endpunkte der beiden 

Vectoren A'E und A' A" oder eine ilir parallel vom Coordi- 

nateiiursprunge aus gezogene gleich lange G-erade o stellt 

ako die Differenz der beiden Vectoren A' A" und^^' dar. 

Die Projection von Oe oder EA" auf die Abscissenaxe ist 

daber gleich dem Z^bler der Formel 6. Die Limite, welcher 

sich diese durch t" dividirte Differenz nahert, ist die Compo- 

nente der Beschleunigung in der Absciasenrichtung. Da das- 

aelbe von den beiden ubrigen Coordinatenrichtungeo gilt, so 

giebt uns also der Vector EA" oder Oe ein genaues Bild 

von der Krummung der Bahn, sowie von der Beschleunigung 

oder Veczfigerung der Bewegung. Man wird die LSnge 

dieses Vectors wieder lieber im Verhaltnisse von t^ zum 

Quadrate der gew^blten Zeiteinheit vergrossert zeichnen. 

Die Limite C, weicber aicb der so vergrosserte, vom Ooor- 

dinatenursprunge aus gezogene Vector bei constantem t und 

ahnehmendem r nahert, beisst der Vector der Beschleunigung 

oder noch kiirzer einfach die Beschleunigung des betreffen- 

den materiellen Punktea zur Zeit t. Seine Componenten 

in den drei Coordinatenricbtungen sind gleich dem, was wir 

schon friiher die Componenten der Beschleunigung in den 

drei Coordinatenrichtungen genanat haben, also gleich -y-y 
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reap. -~ und -j-*- . Die Gesammtlange des Vectors G 
ist die positive Quae 



[dfj "*■ [dt^j "^ [dP , 



SelbstTeratandlich hatte man denselben Vector G auch 
erhalten, wenn man die EadpuBkte der beiden Geschwin- 
digkeitsyectoren OB und Off des materiellen Punktes zu 
den Zeiten ( und t + r durch. eine Gerade Terbiinden und 
die Limite gesucht Mtte, welcber sich diese Gerade durch 
T dividirt nahert 

Seien {g,x), [g,y) und {g,z) die Winkel zwischen der 
Beschleuaigung unseres materiellen Punlttes (d. h. dem Vector 
C), und den drei Coordinatenaxen und g die Grosse dieser 
Beschleunigong (d.h. die Lange dieses Vectors); dann ist also: 

T) -^^ = ff cos (?, x), -j^^g cos (g, y), -^^ = 3 (cos (j, x). 

Wenn die Beschleunigung eines materiellen Punktes in 
einem Falle durcb irgend einen Vector OG, in einem andem 
Falle durch einen andem Vector 0J5 dargestellt ist, so 
verstehen wir uuter der Summe dieser beiden Beschleu- 
nigungen diejenige Beschleunigung, welche durch die Somnie 
der beiden Vectoren OC und OD dargestellt wird, Sind 
die Componenten der Beschleunigung OG nach den Coor- 
dinatenrichtungen gleich 

d^ X, il^ y, <P S[ 



die der Beschleunigung OD 



so sind die Componenten der Summe beider Besclileunigi 



Analog definiren wir die Summe von drei und mehr 
B esch leunigungen. 
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§ 6. Graiidaimalime 3 — 7. 

Es sei eine beliebige Anzalil [n) materieller Punkte ge- 
gebea. Zu irgend einer Zeit i sollen sich dieaellieii in den 
Raumpunkten A^, A^, ^g . . . ^i^ befinden. Wir erg^nzen 
nun unser Bild dvirch folgende weitere Grundannahmen, 
welche uns die Beschleunigungen ans der Constellation der 
materiellen Ponkte fiuden lehren. 

Grundannalime 3. Die (im Sinne des obigen als Vector 
2u denkende) BeBcbleuaigung irgeod eines materiellen Punktea 
ist gleich der Summe von n — 1 (ebenso zu denkenden) Be- 
BcbleuniguEgen, yoq denen jede die Eicbtung der durch den 
betracbteten materiellen Punkt imd einen der iibrigen ma- 
teriellen Punkte gezogenen Geraden hat und als die von 
jenem zweiten Punkte dem ersten ertbeilte Bescbleunigung 
oder als die Beschleunigung dea eraten materiellen Punktes 
durch den zweiten bezeichnet wird. 

Grundannahme 4. Die Bescbleunigung irgend eines 
materiellen Punktes durch einen zweiten ist inuner entgegen- 
t gerichtet, der des zweiten durch den ersten, Wenn 
I die erate Beachleunigung die Eichtung der von dem 
ersten gegen den zweiten Punkt gezogenen Verbindungslinie 
hat (Fall B), so hat die zweite die Eichtung der von dem 
zweiten gegen den eraten Punkt gezogenen Verbindungslinie. 
Man sagt dann, die beiden materiellen Punkte zieheu sich 
an. Hat dagegen die erate Beschleunigung die Eichtung 
der Verlangerung der vom zweiten gegen den ersten Punkt 
gezogenen Verbindungslinie iiber den ersten Punkt hiuaus 
(Fall A), so bat auch die zweite Bescbleunigung die Eich- 
tung der Verlangerung der von dem ersten gegen den zweiten 
Punkt gezogenen Verbindungslinie iiber den zweiten hiuaus, 
die beiden materiellen Punkte stossen sich ab. 

Grundannabme 5. Die GrOsse der Beschleunigung g^^ 
eines beliebigen materiellen Punktes durch einen beliebigen 
anderen hangt weder von der absoluten Lage der beiden 
Punkte im Eaume, nocb von dem Absolutwerthe der 2eit, 
nocb von der Beschaffenheit der Umgebung oder der Ge- 
Bchwindigkeit der betreffenden Punkte, noch von der Eichtung 
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ibrer Verbindungalioie im Eaume, sondem aliein von der 
Lange /ja dieser Verbinduagslinie ab. Sie iat also aliein 
eine Function F(rj^^) dieser Langs. Wir geben der Function 
yij/jg) 6iSis poajtive oder negative Vorzeicben, setzen also, 
da wir der Bescbleunigong g^^ als euiem Vector immer das 
positire Yorzeichen geben, g^^ = + ^(''12) oder — F(r^2)' 1^ 
nacbdem die beiden Pnnkte sich abstossen oder anzie]i«n, je 
na«bdein also die Bescblennignng m &e Ejcbtang der Ver- 
langenmg der VerbinduBgBlmie oder m diese selbst Wit 
Die Form dxeser Function lassen wir vorlaufig nocb voll- 
standig unbestimmt. '^) 

Grundannabme 6. Die Gross e d«r Eescbleunigung, 
■welche der erste materiell'e Punkt dem zweiten ertheilt, 
beaiicbt zwar nieht gleicli der zu sein, welclae umgekebrt 
der zweite dam ersten ertlwilt. Beid« Beschleunigui^en 
stehen jedaacli in einem za alien Zeiten und im alien Enit- 
fernungen constantem Verbaltniaae. Setzen wir daher die 
Groase der Beschlennigung g^^ des zweiten materieUen Punktes 
dvireh den ereten gleich /i^ -Ftr^g), so ist ft^ eine fiir dieaes 
Punktepaar zu alien Zeiten und in alien Entfemungen con- 
stants Grosse. Sie ist wesentlicb poaitiY, da wir aucb fiir 
den zweiten Punkt im Falie der Anziebung j^^ — + i"a ■^(''ia)j 
im Falls der Abstossnng g^^ = — /t^ -'''(''la) setzen. 

Grundannahme 7. Ist r^g die Entfemung desjenigen 
materiellen Punktea, welcben wir den ersten genannt baben, 
von einem ebenfalls beliebigen dritten materieUen Pnnkte 
und <l>{r-^^) die BesoMeunigung des ersten materiellen Punktes 
durcb den iiitten femer /*, <P(rj3) die des dritten duroli 
den ersten materiellen Punkt, so steht inimer die Bescbleu 
nii^ng des zweiten raatenelien Punkte*' durch den dntten 



^) Hier 1st aller img6 ohne erhebliote St ruog der Klarheit erne 
YersJjgemeiBerung des Bildes n oglict und auch veraueht worden 
duret di Aiinahme dasa die Function F auch den eraten oder sogar 
den zweiten Differential^i tienten von »,j nach der Zeit enthilt Ist 
letzterer lineir darm entiialton sc kaaa roan auiJi "^en daas die 
Factoren m von deneii spdter die Rede sein wird nicht jnstant 
sind DDch hat dieae yeriUgemeinerung so wenig praktische Be 
deutraig erlangt dass wir hier mcht weiter darauf emgohan woUen 
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zn der des dritten durch den zweiten im constanten Ver- 
haltnisse ti^'-Hg, so dasa, wenn r^^ die Entfemung der letz- 
teren beiden materiellen Punkte und f (j-^g) die Beschleu- 
nigung des zweiten materiellen Punktes durch den dritteii 

ist, dann -^ f(f»,) die des dritten durch den z-weiteu 

^ ^ ^^' 
sein muss. 

Um dieser Annahme einen mehr symmetrischen Ans- 
druck zn verleihen, bezeichnen wir mit m^ eine ganz be- 
liebige, aber zu alien Zeiten xrnd an alien Orten constante 
positive Zahl und setzen: 



Femer bezeichnen wir die Girosse m^^.F{r-^^), welche 
offenbar ebenfaUs eine Function von r-^^ sein wird, die 
dasselbe Vorzeichen wie F{rj^^) hat, mit fi^i^iii't ^i® Groaaen 
^ 0ir^,) und ^ W{r,,) mit f,,{r,,) und /,JrJ. Dann 
konnen wir die obigen Reiationen in der folgenden sym- 
metrischen Form schreiben: 

^2 9s3 = '^3 ?32 = ± /"2s i^iz) ' 

wo im Falle der Abstossung das positive, in dem der An- 
ziehung das negative 2eichen gilt. 

Ziehen wir einen vierten materiellen Punkt in den Kreis 
der Betraehtungen, so konnen wir erfahmngsmaasig con- 
stafciren die Beschleunigungen 

».. = -fi('-,.). s>. = *,(••..). J,. -■?,('..)> 

welche der erste, zweite und dritte materielle Punkt in den 
Entfernungen ^j^, r^^ und r^^ durch den vierten erfahren, 
ferner den Factor f*^, mit deni man die Beschleunigung 
F^ (rjj multipliciren moss, um die Beschleunigung g^^ des 
vierten materiellen Pnnktes durch den ersten zu erhalten. 
Da die Grundannahme, welche wir die Grundannahme 7 
nannten, fiir je drei behebige materieUe Punkte gelten soil, 
so muss dann die Beschleunigung g^^ des vierten materiellen 
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Punktes durch den zweiten gleicb -t^ (i*, [r^^) und die Be- 
schleunigung g^^ des vierten materieilen Punktes durcli den 
dritten gleich -^ ^^ (r^^) sein. Wenn wir nun genau wie 
friiher setzen 

-^ = m„ "..FCrJ = /„(.„), 

^0, (.■„) = «,«-,(.„) = /•„(.„), 

^fiW-™, •?■(•■..) =/■..('..)' 
SO erhalten wir: 

JMii^ii = miffii = ± /■u('"iJ. 

Die Ausdehnung dieaer Gleichungen auf mehr als vier 
materielle Punkte hat keine Schwierigkeit. 

§ 7. Masse and Kraft. Gleichheit der Wirkung und 
Gegenwirkung. 
"Wir erhalten nacli dem im vorigen Paragraphen Ge- 
sagten fllr jeden materieilen Punkt eine bestimmte Zahl m, 
welche wir deasen Masse nennen und fiir je zwei materielle 
Punkte eine Function f(r) ibrer Entfernung r, welche wir 
die zwischen diesen materieilen Punkteo in dieser Entfernung 
wirkende Kraft nennen. Den Absolutwerth von f(r) he- 
zeiclinet man als die Intensitat dieser Kraft, sowohl der 
Kraft, welche der erste Punkt auf den zweiten ausilbt, und 
welche gleich dem Producte der Masse des ersten in die 
Beschleunigung ist, die er durch den zweiten erfahrt, als 
auch der Kraft des zweiten Punktes auf den ersten, die 
gleich dem Producte der Masse des zweiten in dessen Be- 
schleunigung durch den ersten ist. Die Intensii^t der Kraft soil 
also wie der Absolutwerth der Beschleunigung als wesentlich 
poaitiv betrachtet werden. Die Richtung der Beschleunigung, 
welche der zweite Punkt dem ersten ertheilt, Jiennt man die 



y Google 



22 I. § I- Masse imd Kraft etc. [Gl. 8. 

Eichtung der von dem zweiten auf den ersten ausgeiibten 
Kraft. Sie ist immer entgegengesetzt wie die Richtung der 
■vom ersten auf den zweiten ausgeiibten Kraft und gegen den 
zweiten oder von ihm weg gerichtet, je nachdem fif\ ne^tiv 
oder positiv ist. 

Die von einem materiellen Punkte auf einen ; 
ausgeilbte Kraft ist also immer gleich, aber e 
gerichtet der von dem zweiten auf den ersten ausgeiibten. 
Man aagt auch, Wirkung und Gegenwirkung aind gleich, 
aber entgegengesetet gerichtet. 

Wir eagen der Kilrze halber, die zwischen zwei Puokten 
wirkende Kraft ist eine Centrikraft, womit wir ausdriieken: 
1. dass ihre Intensitat nur Function der L^nge der Ent- 
fernung der beiden Punkte ist, 2. dass ihre Eichtung in die 
Richtung der Verbindungslinie derselben fallt, 3. dass Wir- 
kung und Gregenwirkung gleich nnd entgegengesetzt gerichtet 
sjnd. Damit die Bewegung sicher eindeutig bestimmt ist, 
nehmen wir noch an, dass die natiirlich eindeutige Function 
der Entfemung r, welche die Kraft giebt, fiir alle in Betracht 
kommenden Werthe des r eine eudliche erste Ableitung bat 
(inch Nail) oder dass wenigstens der Quotient des Zuwachses 
Ton r in den dazu geh5rigen Zuwachs von f{r) fiir diese 
Werthe von r niemals unendlich wird. 

Von den Massen m aller materiellen Punkte ist eine 
ganz wiUktirlich. Sammtliche anderen aber sind dutch diese 
eine und durch die Erfahrungsthatsacben bestimmt. 

Obwohl ich statt aller Citate lieber yorausschicke, dass 
ich in dieaem Buche bios Betanntes darstelle und keinen 
der angefiilirten Satze selbst gefunden zu haben beanspruche, 
so will ich doch hier, da dies vieUeicht weniger bekannt 
ist, erwahnen, dass die auaeinandergesetate Definition der 
Masse von Mach stammt.^) 

Es wUrde unser Bild vereinfa<;hen, wenn wir die Massen 
aller materiellen Punkte gleich annahmen, also voraussetzten, 
daas sich je zwei materielle Punkte gleiche, aber entgegen- 
gesetzte Bescbleunigungen ertheilen. Wilrde man dann an- 



') Carl's Repertorium, Bd, i- n^j^J^ A 1^'^^, t^^^*^U<^-^ 
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nehniSh, dass iii dichter'eh KStpern einfach mehi" materielle 
Piinkte tvi die Volumeinheit entfalleil, so tiifinle man alle 
EtScheinuKgen ebfcilso gut daietellen Auch eiien mate- 
riellen PUlikt von der Ma&ae m konnte man si'ch sehr aQ- 
genahert duich in sehr nahe, feit veibundene materielle 
Punkte von dei MTise 1 darstellen Ich kabe das all- 
gemeinere Bild bios deskalb acceptirtj weil es ebenfalls mit 
keiner Unklarheit oder Unbestimmtheit behaftet ist. 

NatUrlich sind die bier gemackten Gmndannahmen 
organisch miteinaader verbunden, so dass man vielfack in 
WideraprUcke geratken wurde, wenn man nur eine oder 
wenige fallen liesae oder veranderto, wabrend man die 
iibrigen unveraadert beibekielte. So kann man z. B, zeigen, 
dass, wenn man die UnabkEngigkeit der Besckleunigung, die 
sick zwei materielle Punkte ertbeilen, von ibrer Lage im 
Raume und Yom Absolutwertke der Zeit annimmt, aber eine 
dfer AnnakitieM4, 5 oder 7 fallen, lasst, die Gresctiwiadig- 
keit zwcier fest Terbundenei- materieller Punkte mit der 
Zeit lias TJiiendlicke wachsen koiiilte, wbbei nattirlicb nock 
vorausgesetzt ist, daaa die Wirkung der Vbrricktung, welcke 
sie (nake) fest verbindet, selbst durck Krafte eraeugt ist, die 
unseren Annahmen entsprecken. Daraua folgt jedock selbst- 
vers^ndkck nicbt, dass sicb die Gesammtbeit ubaerer An- 
nahmen durck das Energieprincip oder andere ailgemeine 
Principien ersetzen liesse. Die MogHcbkeit, einen Tkeil 
unserer Grundannakmen durcb derartige Principien zu er- 
aetaen, will icb keiueawegs ieugnen, 

Ja man konnte sogar statt Yon dem BegrifFe der Be- 
sckleunigung von der Gleicknng der lebendigen Kraft aas- 
geben, indem man z. B, voranssetat, dass diese Gleichung fiir 
jede Coordinatenricktung gesondert gilt. Es dilrfte dies bei 
der wicbtjgen Eolle, die das Energieprincip in der gesammten 
Natur spielt, vielleicbt Manckem sympatkiscb sein. Dock 
fand icb keine MogHcbkeit, die Ersetzung der bier gemacbten 
Gxundannakmen durck allgemeinere Principien in einer Weise 
z« bS'Werkstfelligeii, wodllrck die Grundannabnlfen wirklick 
weseiitlich verfeinfacbt wiirden, Icb bake miek darntd Such 
nicbt besonders bfetriakt,' da iiiir dies keineswegs wesentlick 
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und auasichtsToU vorkommt, sobald man sich doch entscbliesst, 
von der Fernwirkimg materieller Punkte auszugehea und 
erst aus dieser das Hamilton'sche Princip, die Gleichungen 
der Elasticitatalehre und Hydrodynamik etc. abzuleiten. 

§ 8. AUgemeine Bewegangsgleichungen. 
Falls die zwischen zwej materiellen Punkten, deren 
Coordinaten x^, y^, x^ resp. x^, y^, %^ seien, wirkende Kraft 
eine abstossende ist, fallt, wie sebon bemerkt, die Bescblea- 
nignng g^^ des eraten materiellen Punktes dureh den zweiten 
in die Bichtung der Veriangerung der vom zweiten gegen 
den ersten gezogenen Geradea r^^, welcbe mit den positiyen 
Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus 



sind. Dies aind also die Cosinasse der Winkel (i'^^ix), 
{?ia'^)j (?i2'*)> "elche die Beachleunigung jFj2 mit den poai- 
tiven Coordinatenaxen bildet. Dann ertheilen wir auch der 
Function fj^i^y^) das positive Vorzeichen. Wiirde also der 
erate materieOe Punkt nur durch den zweiten besclileunigt, 
80 hatte man nach Formel 7) 

mit zwei analogen Gtleicbungen fur die p- nnd a>Axe. Wenn 
die Bescbletmigung die entgegengesetzte Kichtung hat, so 
nekmen wir aie wieder positiv, geben aber dem Cosinua das 
entgegengeaetzte Zeichen, aetzen also 

Da wir aber dann aucb der Funktion /^g (r^^) das entgegen- 
geaetzte Zeicben geben, so ist aucb in dieaem FaUe 

Nacb der dritten Grundannakme ist nun die gesammte 
Besehleunigung dea ersten materiellen Panktes die Vector- 
summe der verschiedenen Bescbieumgungen, die er von alien 
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iibrigen materiellen Punkten ecfakrt, vind nacli 8) ist dann 
die Gfesammtcomponente der Bescbleuniguag in der Abscissen- 
richtung gleich der gewohnlicben algebraischen Summe der 
eiazelaen ] 



= 2'^..('-..)- 



mit zwei analogen Gleicbungen fur die beiden iibrigen 
Coordinaten und 3 w — 3 analogen Grleiclmageii flir die 
anderen materiellen Pankte. 

Die uber nnd unter dem Snmmenzeichen angegebenen 
Werthe der Grosse, nacb der za summiren ist, drttcken 
{wie im Folgenden immer) aus, daas im Ausdrucke, dem das 
Summenzeicben vorgesetzt ist, dieser GrSsse alie positiven 
ganzen Zablenwcrtbe vom unteix bis zum oben angegebenen 
incL zu ertbeilen und dann alle so gebildetea Ausdriicke zu 
addiren sind. Wir bezeichnen mit ^^^(r^^) das unbestimmte 
Integral^ //jjj.(f^^)(ir,^^, wobei der Integrationaconstante ein 
beliebiger apecieUer Wertb eriheilt werden kann. 

Femer werden wir oft nothig baben, in einem Aus- 
drucke, welcker die Coordinaten beliebiger unserer mate- 
riellen Punkte entbalt, einer einzigen dieser Coordinaten 
einen sebr kleinen Zuwachs zu ertbeilen, alle anderen con- 
stant zu lassen. Die Zuwachse, welcbe in solcber Weise 
entsteben, nennen wir partielle und bezeicbnen sie durcb 
das Zeichen d. Sie sind nicbt zn verwechseln mit den Zu- 
wachsen, die wabrend der Zeit dt eintreten {den totalen); 
denn wabrend dieser Zeit Sndem sicb im Allgemeinen alle 
Coordinaten. So bat der partielle Differentialquotient , " 
Yon r,,j. nacb a:^ folgende Bedeutung: man ertbeile von alien 
Coordinaten nur dem ic,^ einen kleinen Zuwacbs, sucbe den 
dadurcb erzeugten Znwaebs TOn r^^, dividire ibn durcb den 
Zuwachs von x^ und sucbe endlicli die Limite, welcher sicb 
der Quotient mit abuebmeiidem Zuwacbs des a^ nahert. Da 

ist, so findet man nach den Eegeln der Differentialrecbnung: 
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Sr„t ,_^ Xf— Xj 

ebenso 

Ferner folgt gemass der Definition der Fonctionen fp 

lind analog fiir y und a. 

Wir wollen nun in dem Ausdruoke ^jsK^) der Reihe 
nach h gleich jeder positiven ganzeh Zalil von eins bis n 
incl. und fiir jedSs h wieder k gleieh jeder dieser Zahlen 
mit Auanahme der, die gleich ft ist, Setzen. Die Sumnie 
aller so erlialtenen Aixsdrilcke bezeichiien wir mit 

10) SS!P«('J=-'"- 

Die G-leichung 9) kann daiin in der Form geschrieben 

werden : 

mit zwei analogen Gleichungen ftir die beiden andeien 
Coordinatenaxen und 3w— 3 analogen tui die andeien 
materiellen Punkte. Die in irgend einer Coordmitennclitung 
auf irgend einen materiellen Punkt wirkende Kraftcomponente 
iat daher die negative partielle Ableitung der Function V 
aller Coordinate!! (der Kraftfunction) nacb der Letieffpnden 
Coordinate. 

Fiir mein Grefiihl liegt in den Differentialquotienten 
uEicli der Zeit nocli eine gewisse Unklarheit. Abgesehen 
von den wenigen Fallen, wo sick eine analytiscbe Function 
finden lasst, Welche genau die vorgescbriebenen Differential- 
quotienten nadb der Zeit bat, wird man bebufs Hferstellung 
eines Zalilenbildes die Zeit imtfler in eine endliche Zahl von 
Zeittbeilen getbeilt denken muss6n, bevor man aur Litoite 
Ubergeht.'^) Vielleicbt siad ttnaere Fortiieln nur der sehr 
angenahette Ausdruck ftir Durcbscbnittswertlie, die sich aus 
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Tiel feineren Elementen eonstruiren lassen und nicht im 
strengen Sinne differentiirTjar sind. Doch fehlt Merfiir bislier 
noch jeder Anhaltspunkt in der Erfabrung, 

§ 9. VerscMedene AuBdmcksweisen. Resnltirende. 
Componenten. 

Statt za sagen, der aweite materielle Punkt ertheilt 
defii ersten die Beschleunigung g^^, woUen wir auch sagen: 
die Kraft + /j^ (f^^)' w^lche der zweite auf den ersten aua- 
iibt, erzeugt diese Beschleunigung, dilrfen aler dabei natlir- 
lich nie vergessen, dass dies mir verscbiedene Worte fiir 
ein und dieselbe Tbatsache sind. Wie schon bemerkt, be- 
zeichnen wir den Absolutwerth der Function f-^^ (r^^), welcher 
gleich ist dem Producte aua der Masse m dea materiellen 
Punktes, a«f den sie wirkt, und der Beschleunigung g, die 
sie ibm ertheilt, ala die Litensitat, die Richtung dieser Be- 
schleunigung als die Eichtung der Kraft. Genau so, wie 
die Beschleunigungen, konnen wir daher auch die Krafte 
durch Vectoren (Pfeile) ausdrilcken, deren Lange gleich der 
IntensitUt der betreffenden Kraft ist und deren Eichtung 
mit der Eichtung der Kraft zusammenfallt, also auch mit 
der Eichtung der von ihr erzeugten Beschleunigung. Diese 
Vectoren, welche die Krafte darstellen, tragt man gewohn- 
lich nicht vom Coordinatenursprunge, sondem you dem Punkte 
aus auf, auf welcben die Kraft wirkt. 

Die Vectorsumme aller Krafte, welche auf einen mate- 
riellen Punkt wirken, stellt wieder eine Kraft dar, welche 
man die Eesultirende nennt; die Einzelkrafte nennt man 
die Componenten derselben. Da nach Grundannabme 3 die 
wirkliche Beschleunigung eines materiellen Punkte s die 
Vectorsumme der yerschiedenen Beschleunigungen ist, welche 
er durch die eiozelnen Krafte erfahren wurde und eich die 
Vectoren, welche die Krafte darstellen, von denen, welche 
die Beschleunigungen darsteUen, nur dadurch unterscheiden, 
dass die Langen der ersteren alle jwrnal griSsser sind, so 
folgt, dass die wirkliche Beschleunigung des materiellen 
Punktes die Eichtung der resultirenden Kraft hat und ihr 
Product in die Masse des materiellen Punktes gleich der 
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Intensitat der resultirenden Kraft ist. Die wirldiche Be- 
sehleunigung wird daher aua der resultirenden Kraft gerade 
BO gefunden, wie die durch eine einzelne Kraft erzeugte 
Beschleunigung aua dieser einzelnen Kraft. 

Man kann dies leiclit nooh waiter verallgemeinern. Sei 
der Vector 5R die Summe beliebiger anderer Vectoren C, so 
ist die Beschleunigang, welche die durch den Vector 9t dar- 
gestellte Kraft einem materielleE Punkte ertheilt, die Vector- 
summe der BeschleunigaBgen, welche die verschiedenen durch 
die Vectoren C dargestellten Kr^fte demaelben materiellen 
Punkte ertheilen wiirden. Da es gleichgiiltig ist, in welcher 
Ordnung man Vectoren zu einer Summe vereinigt, da ferner 
die Vectoren, welche Krafte darstelleo, imnier m mal so lang 
und gleioh gerichtet sind wie die, welche die entsprechendeu 
Beschleunigungen darsteilen, und nach der Grundannaiime 3 
sich Beschleunigungen wie Vectoren addiren, so wird der 
materieile Punkt durch die einzige Kraft 9i (die Itesultirende) 
dieaelbe Beschleunigung erfahren, wie durch alle Krafte C 
(die Componenten derselben) zusammen, sei es, dass sonst 
keine oder daes ausserdem noch heliehig andere Kraftc auf 
ihn wirken, deren Beschleunigung sich dann noch zu dieser 
addirt. 

Die Summe zweier Vectoren kaan nur dann ein Vector 
von der Lange Null sein, wenn beide Vectoren gleich lang, 
aber entgegengesetzt gerichtet sind. Ein materieller Punkt, 
auf welchen zwei Krafte wirken, wird also dann und nur 
dann gar keine Beschleunigung erfahren, also sich genau 
so verhalten, als oh gar keine Kraft auf ihn wirkte, wenn 
jene beiden Krafte gleiche Intensitat, aber entgegengesetate 
Richtung hahen. Man aagt dann, die Krafte halten sich 
das Gleichgewicht, Da die Eesultirende einer beliebigen 
Zahl von Kraften, die auf eineu materiellen Punkt wirken, 
durch die Figur 5 des | 4 (das Kraft«polygon, filr zwei Krafte 
Krafteparallelogramm) gefunden wird, so werdeu sich die 
Krafte dann das Gleichgewicht halten, d. h. dem Punkte keine 
Beschleunigung ertheilen, wenn das Kraftepolygon ABG...M 
ein geschlossenes ist, also sein Endpunkt M mit seinem An- 
fangspunkt A zuaammenf^llt 
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Man sieht a«3 der Construction des Kraftepolygons, dass 
die Wirkung einer Kraft P durch die der drei in den drei 
Coordinatenriclitungen wirkenden Krafte 
12) X=Pcos{P,x), Y=Pc(,s{P,y), Z=PcoE(P,«), 
welehe ihre Componenten nach den Coordinatenrichtungen 
heissen, Yollkommen ersetzt werden kann. 

Wir bezeichnen noch mit P, die Eesultirende aller 
Krafte, die auf den materiellen Punkt von der Masse m^ 
wirken, auf den sich die Gleiohungen 9) beziehen, mitPj', P^". .. 
irgend welche Componenten, in die man die Kraft Pj zer- 
legen kann, mit X^, Y^,Z^, X{,Y^',Z^', X^", r/'.Z/'. . . die 
Componenten der Krafte Pj , resp. P^', P^" ... in den Coor- 
dinatenrichtungen, Dann konnen wir nach dem Gesagten 
die Gleicbung 9) auch so schreiben: 

J3) m,^ = X, = X,'+X,-'+... 

Analoge Gleichungen gelten natilrlich fur die iibrigen 
Coordinatenasen tind materiellen Punkte. 

§ 10. Poisson's Beweis dea Eraftenparallelo^ramms. 

Von den zablreichen Beweisen, die fur den Satz vom 
Parallelogramme der Krafte gegehen worden sind, wiU ich hier 
nur als Mosterbild kurz den von Poisson in seiner Mechanik 
gegebenen in etwas modificirter Form auseinandersetaen. 

Wir nehmen an, dass wir mehrere Krafte (die Compo- 
nenten), welche auf einen Punkt wirken, immer in alien 
ihren Wirkungen durch eine einzige (die Eesultirende) er- 
setzen konnen. Daraus folgt, dass man die Resultirende 
Yon mehr als zwei Kraften immer finden kann, indem roan 
zuerst zwei beliebige derselben zu einer Eesultirenden, dann 
diese mit irgend einer dritten zu einer neuen Eesultiren- 
den u. s. w. zusammensetzt. Denn da die erste Resultirende 
die heiden eraten Kraft« ToLstandig vertritt, so muss die 
neue Eesultirende, welche unter alien Umstanden dieeelbe 
Wirkung hat wie die erste Resultirende und die dritte 
Kraft zusammen, auch dieselbe Wirkung haben wie die ersten. 
drei Krafte u. s. w. 
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Wir setzen ferner voraus, dass die Intensitat der Resul- 
tirenden uad deren relative Lage zu den Componenten voa 
der abaoluteo Lage der Figur im Raume, den BewegungB- 
verhaitnissen, den friiheren Zeitamstanden imd der Provenienz 
der Ki^fte unabhangig ist, dass also Kr^fte beliebigen Ur- 
sprungs sich gleich Terhalten. Als Kraft von doppelter 
Intensitat bezeiclmen wir eine solche, welche daaaelbe leistet, 
wie zwei volikommen gleiche gleicli gerichtete Krafte zu- 
sammen. Als Kraft von dreifacher Inteneitat eine solche, 
die dasselbe leistet, wie drei gleich beschaffene gleich ge- 
richtete n. 8. w. Gesetze und selbst Sinn der erzeugten Be- 
"wegung kammert uns dabei nicht. 

Wenn zwei volikommen gleiche Krafte in entgegen- 
gesetzter Eichtving auf einen Punkt wirken, so ist dadurch 
-weder eine Eewegung in ihrer Geraden, noch 
darauf bestimmt. Der Punkt muss also, wenn e: 
ruhte, in Euhe bleiben, es muss also Gleichgewicht eintreten; 
der Punkt muss sich so verhalten, als ob gar keine Kraft 
auf ihn wirkt«. 

Wenn daher eine Kraft in einem Sinne nnd eine Kraft 
von doppelter Intensitat im entgegengeeetzten Sinne auf einen 
Punkt wirkt, so konnen wir letztere durch zwei Krafte von 
einfiicher Intensitat ersetzen, von denen eine durch die ent- 
gegengesetzte Kraft aufgehoben wird. Es bleibt also nur 
noch eine deraelben. 

Fahrt man so zu schliessen fort, so erkennt man leicbt, 
dase die Eesultirende von beliebig vielen Kmften, deren 
Richtungen in eine Gerade fallen, deren algebraische Summe 
ist, wobei wir die in der einen Eichtung wirkenden Krafte 
positiv, die in der anderen Richtung wirkenden negativ 
zahlen und anch die Eesultirende in der einen und anderen 
Erichtung wirkt, je nachdem die algebraische Summe positiv 
oder negativ ist. 

Nun soUen auf einen Punkt A zwei gleiche Krafte A B 
und A wirken, welche einen beliebigen Winkel mitein- 
ander einschliessen. Wir woUen die eine Halfte AH der 
unendlichen Geraden, welche diesen Winkel halbirt, als die 
positive, die andera als die negative Halbirungslinie be- 
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?eichii,eii. cc sei der Winkel zwiseheii der positiyen Halbir 
^ungslinie und einer der Krafte, welche also untereinander 
den Winkel 2 a einachUessen. a kann vorlaufig spitz 
Older stumpf, gleich Null, gleich einem oder gleicb zwei 
yechten sein- 

Die einzige Gerade, welche durch zwei gleich lange von 
eineift Punkte ausgeheade Gerade eindeatig bestimmt ist, ist 
die HaLbirupgalinie ibres Winkela. Die Eesultirende A D der 
Krafte 4 B, imd 4 C muss daher in diese HalbiFungsIiBie. 
fallen, nach ihrer positiyen oder negativen Seite bin. 

"Wird die IntensitM jeder der Kralte A ® und A G olme 
.^enderung ihrer Richtung verdoppelt, so koBnen 'vtir una 
die Sache ao, denken, ale ob in der Eicbtimg von A B zwei 
der urspiFllijglicheii Kraft gleicb,e Kr^fte A B und AB^ wirkten, 
ebenao in der Hicktung A C zwei gleicbe Krafte A imd A Cj. 
Die Resultirende von A B und AC iat A D, die von A B^ 
und^C'j ist eine gleiche gleicli gerichtete Kraft ADy AD 
und A D^ geVen aber zusammen eine Resultirende, die gleich 
gerichtet aber doppelt so gross wie A D ist. So beweipt 
man, dass A D tSbernaupt der Inteneitat der gleichen Krafte 
A B und A C proportional sein muss. Es kann aber noch 
irgend^e von dem Wiakel der letzteren Krafte abhangen. 
Wir woUen daber 

AD = ABf(a) 
set^em, wobpi 'wir der Fi,inctioii /"[«) in jenen Fallen das 
positive Zeicheo, geben, wo i D auf die positive Seite A J^ 
dec Hj^dbinjugsUnie Mit, in jenen Fallen a,ber, wo sie die 
Eiclitung der negativen Halbirangalipi^e bat, djas negative 
Zeichen. 

Wenn wir 180 — « f iir a setzen, bo machen die beiden 
Krafte denaelben Winkel nach der entgegengesetzten Seite, 
daher muss aucb die Eesultirende einfach Dire Bichtnng 
umkehren, es ist also 

/■{180-«)=-f(») 
und es ist keine Beschrankung der AUgemeinheit, wenn wir 
in dem, was nun zunachst folgt, vorauaaetzen, daas a nioht 
grosser als 90 " ist. Wir wollen nun eine Gerade A K zieben, 
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welche mit der Geradeo AH eineo beliebigen Winkel ;?, 
der zwiaclien a und 90" liegt, nach derjenigen Seite Hn 
einsohliesst, wo die Kraft A B liegt. 

Wir laasen femer auf den Punkt A noch zwei Kr&fte 
AB' und A ff wirken, welche durch Pfeile dargestellt sind, die 
genau die Spiegelbilder der Pfeile A B und A bezliglich der 
Geraden A K sind. A H' sei das Spiegelbild der Geraden A H 
bezUglieh A K als Spiegel. Die beiden Krafte A S und A C 
haben dann eine Eesultirende A If, welche ebenfaUs das 
Spiegelbild von A D bezliglich A K iat und wir erbalten die 
Kesnltirende aller vier Krafte AB,AC, AB', A C, indem wir 
die Hesultirende Ton A D und A 1/ suchen. Letztere beiden 
Krafte sind untereinander gleich und bilden den Winkel /3 
mit der Geraden AK oder ihrer Verlangemng, je nachdem 
f{u) positiv oder negativ ist. Ihre Beaultirende ist also 
ISa) ADf{^ = AB{fa)f{^ 

und wirkt in der Eichtung A K oder in der entgegengeaetzten, 
je nachdem dieaer Ausdruck positiv oder negativ iat. Die- 
selbe Kraft museen wir aber auch erhalten, wenn wir zuerst 
die Reaultirende von A B und A B', dann die von A G und 
A C bilden and schhesalich diese heiden Eesaltirenden wieder 
za einer einzigen zuaammensetzen. Die Eeaultirende von 
ABundAB' ist gleich AB f{^ - a), die von ^ C und ^ G' 
gleich A B f{^ + a). Beide fallen in die Gerade A K. Jede 
hat die Eichtung AK oder die entgegengesetzte, je nach- 
dem der fiir sie aufgestellte Anadmck poaitiv oder negativ 
ist. Die Eesultirende dieser beiden Resnltirenden ist also 
ihre algebraische Summe 

AB.[f{^-a) + f{^ + (i)] 
und wirkt ebenfaOs in der Eichtong AK oder der ent- 
gegengeaetzten, je nachdem dieser Ausdruck positiv oder 
negativ ist. 

Da wir also fiir die Eesultirende der vier Krafte AB, 
AB", AG und AC einerseita dieaen Ausdruck, andererseits 
den Ausdruck 13a) erhalten haben, so miissen beide Aus- 
drucke untereinander gleich sein. Auch das Vorzeichen 
hat in beiden die gleiche Bedeutnng. Das positive driickt 
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eine Wirkung in der EichtaDg AK, das negative in der 
lus. Wir erhalten aomit: 



13b) ««)Affl-/(|5-») + W + «) 

fiir alle Werthe von a und ^, die innerhalb der im Obigen 

angenommenen Grenzen liegen. 

Fiir K = ist die Eesultirende doppelt so gross ais 
jede der Componenten. Daher ist f(0) = 2, Werni 6 ein 
sehr kleiner Winkel ist, so konnen wir jedenfalls/(s) = 6^+6~^ 
Oder — —[e^ + e~^ oder = 2 cos i; setzen, je nachdem 
f{s) > 2 oder < — 2 ist oder zwischen + 2 oder ~ 2 liegt. 
Ware es genau gleich + 2 oder — 2, so wiirden wir die 
erste oder zweite Form mit ^ = wahlen. Machen wir nim 
in Gleichung 13b) der Keibe nach folgende Substitutionen: 
a — B, ^ = B, dann a = s, ^ = 2 s, dann « = «, ^5 = 3 s oder 
« = ^ = 2 6, dann « = e, /5 = 4 e oder k = 2 e, ^ = 3 s u. s, £, 
so finden wir ohne Sohwierigkeit itir beliebige ganze Zablen ft 
f[ki) = e'lf + e- '•;■ Oder = (- !)'• {e>'^ + e" ''^ oder = 2 cos h^, 
je nachdem wir die erate, zweite oder dritte Form fiir f[e) 
gewahlt haben. Nan verschwindet die Eeeultirende, also 
f{ki) fur hB — W*, aber fiir keinen Wertb dea hi, der 
zwischen 0" und 90** liegt; daher kann /"(As) nicht durch 
eine der Exponentialformeln dargestellt sein. Es maas also 
gleich 2 cos (A ^ sein und zwar nauss fiir As = 90" aaeh 
h^ = 90", also ^= t sein, Man erhalt also f{hs) = 2 cos {A e) 
und wenn man die ganz beliebige Gr&sae hs mit cc be- 
zeicbnet, f{a) = 2 cos «, womit das Kraftenparallelogramm 
fiir den Fall bewiesen iat, dasa beide Componenten unter- 
einander gleicli sind. 

Nun geht taan zu dem Falle liber, dass zwei ungleiche 
anfeinander sentrechte Krafte A B und A C auf einen Punkt A 
wirken. Man halbirt die Gerade B G im Punkte D und zer- 
legt jede der gegebenen Krafte in eine Componente in der 
Eicbtang AB und eine zweite, die mit der zu zerlegenden 
Kraft denaeiben Winkel nach der entgegengesetzten Seite 
einschliesst. Die beiden letzteren Componenten heben sich 
auf, die beiden ersteren sind beide gleich AD und geben 
zusammen die nach dem Satze Yom KrSftenparallelogramme 

BoltzmaHD, MectaeuLk I. 3 
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folgende Resultirende der beiden urspriinglich gegebenen 
Krafte. 

Nun erst kann man die Eesultirende der ganz beliebigen 
Krafte AB imd A C finden, die auf einen Punkt A wirken. 
Man zeichnet das Parallelogramm ABD C und zerlegt jede 
der Krafte in zwei Componenten, von denen eine die Eich- 
tung AD hat und die andere daranf senkrecht steht. Man 
sieht aofort, dass die beiden leteteren Componenten sicb auf- 
heben, die beiden ersteren aber wieder die durcli die Dia- 
gonale AD dargestellte Resultirende liefern. 

Naturlich ist dies keineswegs ein Beweis, daas alle 
unsere im Frtlberen gemachten Annabmen riciitig eeien. 
Ea zeigt nur, dass man aich in WidereprlJche verwickeln 
■wiirde, -wenn man unsere zur Definition der Krafte ge- 
machten Annahmen jm Uebrigen beibehalten und nur iiber 
die Art der Construction der Kesultirenden zweier KrEfte 
eine andere Annahme machen wollte. 

Selbet die Annahme, dass die Intensitat der Besul- 
tdrenden und ihre relative Lage gegen die Compoaenten 
nicht voD der Lage der Figur gegen den Eaum resp. gegen 
die Fisstemwelt abh&ngt, ist nicht so selbatverstandiich, als 
man glaubt, da ja z. B. die Krafte, welche im Stande sind, 
ein gewisses System in einer gewisaen relativen Lage seiner 
Theile dauernd zu erhalten, keineswegs hloa von dieser rela^ 
tiven Lage abhangen, sondem sich andem, wenn das ganze 
System sich im Eanme ohne jede Aenderung der relativen 
Lage seiner Theile dreht. 

§ 11. Ueber die Ersetzung des CoordinatenBystems des Bildes 
durch andere. 

Da durch die Gleiehungen 9) bios die zweiten Diffe- 
rentialquotienten der Coordinaten nach der Zeit bestimmt 
sind, so miissen noch die BsiWerthe sammtlieher Coordi- 
naten und ihrer ersten Differentialquotienten nach der Zeit 
{Geschwindigkeitscomponenten} an irgend einer Zeit (der 
Anfangszeit) gegeben aein. Man bezeichnet die Anfangazeit 
haufig als die Zeit *„ oder Null und die Werthe der Coor- 
dinaten und Greschwindigkeits componenten zu dieser Zeit mit 
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Xi% y^'*, .... wj'. Durch diese 6 n GrosBen uud die Diffe- 
rentii^gleichungen 9) sind dann die Werthe sammtlicher 
Coordinaten und G-eschwindigkeitscomponenten zu jeder au- 
deren Zeit eiiideutig testimmt. 

Da wir unserem Bilde ein einziges beatimmtes Coordi- 
natensystem bu Grande legten, so haben wir erst zu unter- 
suchen, in wie weit dieselben Kegeln der Bestimmung 
der Werthe der Coordinaten und G-eschwindigkeitscompo- 
nenten aus deren Anfangswerthen auch fur audere Coordi- 
natensysteme giltig bleiben. Alle Coordinatensysteme , fiir 
welche dies der Fall ist, aowie das urspriinglich gewahlte 
Coordinatensystem nennen wir taugliche Bezugsysteme. Wir 
denken uns zuerst ein beliebiges anderes Coordinatensystem 
eingefiihrt, dessen Axen zu jeder Zeit parallel denen des 
urspriinglichen Coordinatensy stems unseres Bildea sind and 
ihre Lage gegen dieses erste Coordinatensyatem nicht andern. 
Dann unterscheidea sicli die Coordinaten irgend eines Pnnktes 
zu irgend einer Zeit bezuglich des neuen Coordinatensystems 
Yon denen bezuglich des alt«n nar durch additive ConstaDten; 
w§,hrend die G-eschwindigkeitscomponenten, die Beschleuni- 
gungen, sowie alle Glieder der rechten Seite der Gleichungen 9), 
von denen man sofort sieht, dass sie nur von der relativen 
Lage der materielleu Punkte abhangen, volistandig unver- 
andert bleiben. Die Gleichungen 9) bieiben also ganz un- 
verandert giiltig, wenn man darin die Coordinaten bezuglich 
des urspriinglichen Coordinatensyatema mit denen beziiglich 
des neuen ersetzi Daa neue Coordinatensystem leiatet also 
genau dasseibe wie das urspriingliche, da die Veranderungen 
der Coordinaten bezuglich dea neuen Systems genau nach 
denselben Eegeln aus den Anfangswerthen der Coordinaten 
und Geschwindigkeitscomponeuten abgeleitet -werden konnen, 
die wir fiir das ursprtingUche Coordinatensystem fanden. 
Dies gilt auch noch, wenn die neuen Coordinatenaxen den 
alten parallel bleiben, aber der neue Coordinateuursprung 
relativ gegen die alten Coordinatenaxen in einer geraden 
Linie mit constanter Geaehwindigkeit fortwandert, deren 
beziiglich der drei Coordinatenaxen a, b, c 
Dann tritt namlich beim Uebergang zum neuen 
3* 
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Coordinatensyateme zu sanmitlichen Geschwindigkeitscompo- 
nenten in der Abscisaenriclituiig die Constante a, zu denen 
in der y- reap. «-Ilichtuiig aber die Constante h reap, o, zu 
den Absciaaen aller Pankte aber der Auadruck a ( + k, zu 
den y- und 2-Coordinaten J ( + (3 reap, at + y hinzu, wobei 
a, /5, y drei neue Constanten sind. Hierdurch werden wieder 
weder die Bescbleuuigungen noch die Gljeder der recbten 
Seite der Gleichungen 9) irgendwie verandert und unsere 
Regebi, die Bewegung des Systems zu linden, gelten be- 
zuglich des neuen Coordinatensystems unverandert wie be- 
zUglicli des alten. 

Dasselbe gUt auch noch, wenn bei Euhe oder gerad- 
liniger gleichfomaiger Bewegung des neuen Coordinaten- 
ursprungs die Axen des neuen, ebenfalla recbtwinkeligen 
Coordinatensystems nicbt denen des alten parallel aind, aber 
ihre Winkel mit den Axen dea alten Coordinatenayatema sich 
nicbt andem. Denn sowohl die Beschleunigungen als aucb 
die Krafte haben wir durch Construction von Vectoren be- 
stimmt, welche Ton der La^e dea Coordinatensystems unab- 
hangig sind. Die Ausdriicke fur die Projectionen der Be- 
schleunigungen und Krafte auf die Coordinatenrichtungen 
aber sind fiir alle Coordinatensysteme gleich. Bezeichnen 
wir die Coordinaten hezliglich des neuen Systems mit 
Accenten und mit {x,a^), [x,^), ... die Winkel der alten 
und neuen Coordinatenaxen, so ist ja 

_ ^Ji_. 



'- cos {x, x') + -=f- cos (y, ^) + -^ cos {x,, x) . 



Substituirt man hier fiir — t-t^ , -~- , —rrr,- ihre Werthe 
rf *' ' dp ' dt^ 

aus den Gleichuugen 9), worin man wieder fur x^^ — x^, 

Vi ~ y% ii^'3 ~-i ~ *2 '^^ substituiren hat 

{x^ - X,') cos [x, x) + (j// - y^') cos {x, y') 

+ («^' — %^) C08 [x, %') etc. 

und verffihrt ebenso mit -j% vmd ^' , ao kann man die 
Gleichungen fiir die neuen Coordinaten leicht wieder genau 
in die Form der Gleichungen 9) hringen. 



y Google 



Gl, J3b.] I. § 12. Verhaituiaa dieser Daratellung au aaderen. 37 

Es giebt also selir verschiedene Coordinaten system e, 
welche genau ebenso wie das ursprilngliche Coordinatensystem 
dem Eilde zu Grunde gelegt werden kSnnen, ohne dass die 
Regeln der Ableitung der Bewegung des Systems aus den An- 
fangswerthen der Coordinaten und G-escliwindigkeitscompo- 
nenten irgend eine Aendemng erfahren, die alle taugliche 
Bezugssysteme sind. Dies ist von grosser Wicbtigkeit, da oft 
die Wahl des einen oder anderen Coordinatensystems gewisse 
Vortheile bietet. Dagegen darf das neue Coordinatensystem 
sieh nicht beziiglicli des alten mit einer gewissen Ge- 
scliwindigbeit drehen oder der neue Coordinatenursprung 
bezliglich des alten Coordinatensystems sioh ungleiohfSrmig 
oder krummlinig bewegen, wenn diese Eegeln keine Aende- 
mng erfahren sollen; denn im ersten Falle wareu die Winkel 
{x,^) etc., im letzten die mit a, h, c, m, /?, y bezeicbneten 
Grossen keine Constanten mehr, es wurden also die zweiten 
Differentialqnotienten der Coordinaten nach der Zeit nicht 
mehr die obige Form annehmen, was wir im 2. Theile naher 
ausfuhren werden, Im letzteren Falle kame nur zu alien 
zweiten Differentialqnotienten der Abscissen nach der Zeit 
die gleiche Function der Zeit dazu und dasselbe galte fur 
die beiden anderen Coordinaten. 

§ 12. Yerhaltuiss dieser Darstellung zu anderen. 

Wir baben uns absichtlich ziemlich weit von der Wirk- 
liobkeit entfernt, um ein mit den einfachsten Mittein con- 
struirbares, moglichst genaues und klares Bild zu erhalten, 
d. h. ein solches, welcbes frei von verschwommenen Begriffen 
ist, der Recbnung die bestimmtesten Anbaltspunkte liefert, 
und daher in jedem bestimmten Falle eindeutig und sicber 
das zu erwartende Resultat mit bebebiger Annaiierang vorher 
au bestimmen gestattet^) Die Forderung einer aolchen un- 

') Unser Bild geniigt insofera der bekaimten Kirchhoff sciea 
Forderung, dass die Physik die Thatsacten bios zu beschreiben babe, 
als es lediglieh ein Inbegriff von Ecgein zur Construction arittme- 
tiseher und geomettiBcher Vorstellungen iat, mittelst welober die Tbat- 
sacben allezeit ricbtig vorbergesagt werden kSnnen. Die Begrifie Ur- 
aache und Wirkimg sind dabei ganz vermieden. Denn wenn man 



y Google 



38 I- § 12. Verhaltniss dieser Darstellung zu anderea. [Gl. 13 b. 

aweideutigen Bestimmtlieit des Bildes scheint mir das zn 
sein, was Hertz unter der Forderung versteht, dasa das 
Bild mit den Denkgesetzen iibereinstimmen mlisse; deno ein 
anderes Denkgesetz, als dass unsere Bilder klar und ein- 
deutig voratellbar seien und sich daraus niogliclist leicht 
nnd sicher stets das mit der Erfahrung iibereinetiinniende 
Eesultafc ableiten lasse, kann ich mir nicht recht vorstellen. 
Auch bin icb durcliaus nicht der Ansicht, dass irgend etwas 
z. B. die geometriscben Bilder nur aua den Denkgesetzen 
t werden kSnne. 

I scheint mir die Bemerkung Hertz' geiecht- 
fertigt, dass die meisten Darstellungen der Gmndprincipien 
der Mechanik der wiinschenswerthen Consequenz und Dent^ 
lichkeit entbehren, weiche ich hier dadurch anatrebte, dass 
ich ungescbeut ganz bestimmte, ins Detail ausgearbeitete 
Hypothesen Toranatellte. Man deiinirt haulig das Verbalt- 
niss der Massen der KSrper als das verkehrte VerhfUtniss 
der Bescbleunigungen, die sie nnter dem Einflusse gleicher 
Krafte annehmen. Gleiche KrSfte kann man auf ausgedehnte 
feste Kiirper wirken lassen, indem man sie auf einen hori- 
zontalen, voUkommen glatten Tiach legt und dann dieaelbe 
gleicbgedehnte elastische Schnur oder denselben gleichen 
Einfliissen unterworfenen kleinen Magnet oder elektrischen 
Gregenstand einmal an dem einen, das andere Mai an dem 
anderen KSrper befestigt Fllissigkeiten miissten dabei in 
eine Hiille von geringer Masse eingescblossen werden, an 
welcher die Befestigung vorzunehmen ware, Wie wir spater 
aus dem Bilde, das wir uns von der Wirkung der benach- 
barten Volumelemente elastischer und iliissiger Korper 
machen kfinnen, sehen werden, kann dann in der That der 
Schwerpunkt des Systems, Korper und Magnet oder Hiille, 
Fltlssigkeit und Magnet, wie eine einzige Masse betrachtet 



auch hie und da die AnweseDheit des einen materiellen Punktes eJb 
die Ursache der Beschleunigung des anderen bezeichnet, so wil! man 
damit doch nichts als die Vorstellung der Thataache aasdrfieken, dass 
heide in einer bestimmten Entfernung bestimmte Beschleunigungen 
erhalten. Ich hoffe daher, dass gegen die hier gewfthlte Darstellung 
erkenntnisstheoretisehe Einwande nicht gemaclit werden kSnnen. 
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werden, auf welche eine Kraft wirkt, die nur von der Be- 
schaffenheit des Magnets und den Einfliiaaen abhangt, denen 
dieser auagesetzt ist. Dasselbe gilt aucli fiir den Fall der 
geapannten Sclinar, wenn deren Masae versciiwindet. AUein 
wie will man gleiche KrSfte an einzelne materielle Punkte 
anbringen? Entniramt man aber die Definition des Massen- 
verhaltnisses zweier Korper dem Stosse dereelben, so bann 
man ebenfalis die Betrachtung der stossenden Volumelemente 
nicht entbehren ; entnimmt man sie der directen Femwirkung 
zweier kleiner Korper, so gelangt man bei conseciuenter Durch- 
fiihrung wieder zu unserer Definition. 

Wenn man mit einem voUstandig klaren Bilde tiir die 
"Wechselwirkung der Volumelemente elastischer Korper be- 
ginnen und daraus die Grundbegrifi'e und Gesetze der gewohn- 
lichen Mecbanik ableiten wiirde, so ware dagegen natiirlich 
nichts einzuwenden.') Dies geschieht jedoob keineswega, man 
definirt yielmehr durch Vorgange, bei denen solohe Volum- 
elemente anentbebrlich sind, wie den Stoss oder die Befeati- 
gimg derselben elastisohen Scbnur an verschiedene KSrper, die 
Eig6n8chaften(MaB8en) und&eaetze derVeranderungen(Krafte) 
der einfachen materiellen Punkte. In den Voratellungeii, 
die man sich von den letzteren machtj werden Erfairungen 
an auegedehnten Objecten mit begrifflichen Oonstructionen 
an einzelnen Punkten vermiseht. Wer empfande nicht den 
Cireulus -ritiosus, der darin liegt, wenn man bei AufsteUnng 
der G-rundbegrifi'e den materiellen Punkt als einen sehr 
kleinen Kiirper definirt und sich darauf beruft, daas ea aich 
ala entferote Consequenz der hierauf gegriindeten Theorie 
ergeben wird, dasa man nur unendlich Meinea hoherer Ord- 
nuQg vernachlaasigt, wenn man die Volumelemente, die 



') Dass jedea klare Bild der Wechselwirkung der Volumelemente 
weit melir mit der heutigen Atomistik gemein haben miiaste, ala man 
gewobnlicb annimmt, glaube icb anderswo nacligewiesen zu haben. 
Daaclbat habe ich auch gezeigt, dass es die Vorstellung verwiirt und 
die Bereehniing der Limite unmOglich macht, wean man die ein- 
fachen Elemente aelbst wieder auagedeJint und in Differoatiale zerleg- 
bar annimmt. Wien. Sitzber. 105, S. 907, 7. Nov. 1896. Wied. Ann. 60, 
S. 231, 1897. 
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eigentlich kleine Korper sind, al3 eiufache Raumpunkte be- 
bandelt Wie weit klarer ist es, ausgedelinte Korper von 
Yornherein imter dem Bilde zahlreicher, dicht gedrangter 
Puntte zu betrachten, deren Geschwindigkeit sichbeimUeber- 
gang zum Naehbarpunkt immer nur aebr ■wenig andert. Otne 
Vorauaschickung des Begriffes des materiellen Puuktes so- 
gleicb mit den Bescbleuuigungen endlicher Korper zu be- 
ginnen, geht aber wieder nicht an, wenn man nicbt den 
Scbwerpunktssatz schon kennt. Man wende nicbt ein, dass 
dies nnr andere Worte fur dieselbe Sache aeien. Darum, 
glaube ich, baudelt es aich gerade die Worte so zu wShlen, 
dass an das ricbtige erkenntuisstheoretische Verhaltniss aller 
Begriffe stets in zweckmaasigster "Weise erinnert wird. 

Aber seibst zugegeben, dasa man daa Anbringen der- 
aelben Kraft an Torschiedene materielle Punkte definiren 
kann, obne vorber deren Maaae zu definieren, so miisaen die 
Thatsa<;hen, dass daa Yerhaltniss der Beacbleunigungen der 
mat«riellen Punkte kein anderes wird, je nacb Wahl der 
Kraft, dass das Yerhaltnias der Beacbleunigungen der 
materiellen Punkte A und C gleich dem Produkte der ent- 
sprecbenden Verbaltnisse ftir A und B einerseits und B 
und C andereraeits ist, nocb als beaondere Erfalirungstbat- 
aacben betrachtet werden, oder es miissen aUgemeinere Er- 
fabmngstbatsacben (z. B. daa Energieprincip) vorauagescliickt 
wetden, aus denen sie folgen. Ueber alle diese Satze, sowie 
iiber die Geaetze der Wecbselwirkung der Volumelemente, 
den ScbwerpunktssatK etc. mit einem Schlage eine klare An- 
acbauung zu geben, ist eben der Vorzug unserea BUdes der 
Centrikr&fte. 

Aucb in den Vorleaungen Kircbboff a iiber Mechanik 
befriedigt mich die Definition dea Massenbegriffes niclit. 
Gerade der Fall, wo zwiachen den Coordinaten der mate- 
riellen Punkte gegebene Gleichungen besteben (erzwnngene 
Bewegung), scheiut mir mehr eine Abstraction, als ein der 
Natur entsprecliender Fall zu seln. In alien anderen Fallen 
aber wird Kirchhoff's Definition schwankend, wle dies be- 
Bonders bei der Einfiihrung der Masse und Diohte eines 
Volumelementes eines elaatiachen K5rpers herrortritt. 
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Hertz' Mechanik wird freilich dadurch, dass sie keine 
anderen Krafte als die bei der erzwungenen Bewegung kennt, 
zu einem Tollkommen Yerstaadliclien, klaren, eindeutig be- 
stimmten Eilde. Sie entspricht, wie sich Hertz ausdriickt, 
den Denkgeaetzen. Hier venrtisse icli nur eines, namlich den 
Beweis, daas sick durch dieses Bild die Natur wirklich dar- 
stellen lasst 

Naturlich leugne ich nicht die Moglichkeit, diese Be- 
griffe in anderer Weise, als es hier geschieht, klar darzu- 
stellen; nur bisher scheint mir dies noch nicht gelungen zu 
sein. Auch will ich keineawegs gesagt haben, dasa es mir 
■wahrecheinlich ware, dass die als Function der Entfernung 
erscheinende Fernwirkung zwischen materiellcu Punkten daa 
endgiiltige Bild der Naturvorgange sein miisse. Es ist schon 
■?ielfach der Versnch gemacht worden, dieselbe durch Stoaae 
der Molecule einea Mediums (des Lichtathers) zu erkl^ren. 
Allein man muss da ziemlich verwickelte Nebenannahmen 
machen, z. B. zur Erkliirung der Cohasion den ponderablen 
Moleciilen eine gitterartige Structur beilegen. Auch bedarf 
man der Stossgesetze und damit wieder des Massenbegriffes. 
Andererseits suchte man die Molecule als Wirbelringe auf- 
zufassen und dadurch ihre scheinbare Fernwirkung zu er- 
klaren. Die Moglichkeit, dass derartige ErkiamngsTersnche 
die Femkrafte einmal verdrfingen werden, besteht sicher. 
Dock scheinen mir die bisher zu diesem Zwecke gemachteu 
Annahmen weder einfacher noch klarer, als das Bild, von 
dem ich hier ausging, Dieselben scheinen mir vielmehr die 
Zahl der tvillkUrhchen Hypothesen unniltz und ohne ent- 
sprechenden Gewinn an Einfachheit und Deutlichkeit zu 
^ermehren, was, wie ich glaube, ebenso vermieden werden 
muas, wie XJnklarlieit und Verschwommenheit der Bilder 
durch zu geringe Specialisirung derselben. Xleberhanpt 
mochte ich an Stelle der Frage, wie sind die Dinge wirk- 
lich beschaffen, die bescheidenere, aber klarere setzeu, durch 
welche Bilder werden unsere Erfalirungen gegenwartig am 
einfachsten und unzweideuti^ten dargestellt. 

Wie dem immer sei, ob die zukiinftige VervoUkomm- 
nung der Mechanik ¥0n der Weiterentwickeluug der heute 
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gebra,iichliclieii speciellen Bilder oder von der Ersetzung der- 
selben durch allgemeinere VorsteiJimgen eiiergetischen oder 
phanomenologischen Charakters zu erwarten ist, jedenfalls 
glaube ich, dasa eine moglichat klare Pracisining der gegen- 
wartigen atomistischen Mechanik nur von Nutaen seiu kamn, 
indem diese im eraten Falle die Grundlage der Weiter- 
entwickelung liefert, im letzteren Falle aber ala Muater der 
fur jede neue Theorie -nnentbehrUchen Klarheit und innereii 
Conaequenz dieneE kann. Diese scbeint mir keineewegs ia 
der Uebereinstimmuiig mit besoiideren Deotgeaetzen, aondern 
vielmebr darin begriindet, dass sie durchaus Eegeln und 
ConBtructionen benutzt, welche erfabrungamasaig stets eine 
eindeutig deflnirte Anwendung zulassen und aucb, wenn man 
das zu erbaltende Resultat nicbt im Voraus weias, ein klar 
bestimmtes, mit der Beobachtung stimmendes Ergebniaa 
liefem. 



n. Betrachtnng der Bewegang eines materiellen 
Punktes. 

§ 13. Tangential-, Centripetal- und Centrifugalkraft. 
Wir wollen une nun folgendes Problem stellen : Es sei 
die Bahn irgend eines materiellen Punktes von der Masse m 
gegeben und aucb der Ort der Bahn, wo sicb der materieUe 
Punkt zu jeder Zeit befindet Es soil die Kraft bestimmt 
werden, welcbe nothwendig ist, um diese vorgeacbriebene 
Bewegung desselben zu bewirken. Der materielle Punkt soli 
sicb zur 2eit t in A, zur Zeit i + r in A', zur Zeit i + 2 r 
in A" befinden. Dann veretanden wir unter der Geacbwindig- 
keit c den Differentialquotienten -=— des Weges nacb der 
Zeit, also die Limite des Quotienten AA'Ir. Den Diffe- 
rentialquotienten der Gescbwindigkeit nach der Zeit -- - 
finden wir nacb den Regain der Differentialrecbnung, indem 
wir von dem analog fUr die Zeit t + r gebildeten Ausdruck 
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A'A"It den filr die Zeit t gelteaden AA'jr abziehen, die 
Differenz nochmals durch r dividiren und wieder die Limite 
far verecbwindende r suchen. Ea iat also: 
dv d's ,. A'A"- AA' 

~di ^~d¥^ V^ ■ 

Um die Beschleunigung ku erhalten, muBsen wir aach den 
in § 5 gegebenen Eegeln die beiden Vectoren AA' und A'A" 
Yon einem und demselben Punkte des Eaumes auftragen, 
wozu wir wieder den Punbt A' wablen; wir ziehen also von 
diesem Punkte aua die Gev&ieA'E, welcbe die geradlinige 
Fortsetzung yon A A' und auch gleicli 
lang wie A A' ist (s. Fig. 2). Hierauf 
zieben wir von E gegen A" die Gerade 
EA". Die Limite, welcher sich diese 
letztere Gerade durch r^ dividirt naliert, 
iat dann die Beschleunigung des mate- 
rieUen Punktea m zur Zeit i "Wir konnen 
den Vector EA"m zwei Componenten BF 
und Eff in der Eichtung A'E und der 
darauf senkrechten zerlegen. Die that- 
sachliche Beschleunigung, welche der materielle Punkt m zur 
Zeiti erfaJirt, kann also erzeugt werden, wenn wir zweiKr^fte 
darauf wirken lassen, eine Kraft (sie heiase die Tangential- 
kraft) in der Eichtung, welcher sich die Gerade A' E bei ab- 
nebmendem rnShert, also in der Eichtung der Bewegung des 
materiellen Punktes zur Zeit t und eine zweite, die Centri- 
petalkraft, in der Eichtung E G. ■ Letztere Eichtung n'dhert 
sich mit abnehmendem x der in der Schmiegungsebene der 
Bahncurre auf die Bewegungsrichtung gezogenen Normalen, 
also der Yoni Orte des Beweglichen gegen den Kriimmungs- 
mittelpunkt der Bahu liin gezogenen Geraden, Denn die 
Gerade EG liegt in der Ebene der drei Punkte A^ A', A" 
und diejenige Grenze, welcher sich diese Ebene mit ab- 
nehmendem T nahert, nennt man die Schmiegungsebene der 
durch die drei Punkte A, A' und A" gehenden Bahncurve. 
Die Intensitat S der Tangentialkraft ist nach § 7 gleich 
mlim — ^. Nun ist aber A' F von A A" nur durch ein un- 
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endllch Kleines von der Ordnung r^ . A A', also von der Ord- 
nung T^, verschieden, da A A' unendlich klein von der Ord- 
nung T isi Daher ist auch EFyou der Differenz^'^"— 4^' 
nur darch eiu unendlich Kleines von der Ordnung t^ ver- 
verschieden. Ea ist also: 

,. EF ,. A'A"-AA' do d's 
V i' dt dt^ 

und daher 

Aus dieser und der Gleichnng 4) 

" ~~ di 
kaon der Weg. als Function der Zeit gefunden werden, wenn 
die Bahn und die Tangentialkraft S gegehcn sind. 

Die Intensitat Z der Centripetal kr aft ist gleich mlim--,-. 
Man hezeichnet die Limitej weleher sich der durch die drei 
Punkte A, A' und A" gezogene Kreia naheit, 'tis den Kriini- 
mungskrei^ der Bahncurve im Punkte A, semen Mittelpunkt 
als den KrUmmungsmittelpunkt, aeinen Eadius i? als den 
Krummungsradius. Nach einer aus dei Theone der Kriim- 
mung der Curven hekannten Construrtion kann man mit 
Yemachlassigung yon unendlich Klemen lioheiei Ordnung 
die Dreieeke A"A'F und A'OA" dei Figut 2 ah ahnliche 
Dreiecke betraehten und hat also 

FA":A'A" = A'A": OA', 
daher 

Nun ist aber 

,. A' A" ^ 

daher 

15) Z = m lim - J- = — p- . 

Die Krafte, welche auf den materiellen Punkt wirken, konnen 
den verschiedensten Ursprung habeii, aber immer muss ihre 
Resultirende gleich der der beiden Krafte S und Z sein, 
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wenii sie bewirken soil, dass sich der materielle Pnnkt in 
der gegebenen Weiae (so dass also der Weg gleich der Tor- 
gescliriebeDen Funktion der Zeit iat} auf der gegebenen 
Curve bewegen soil. 

Wenn wir z. B. eine beliebige Vorriclitung haben, unter 
deren Einfluss sicb ein materieller Punkt von der Masse m 
mit constanter Geschwindigkeit o in ein em Kreise vom 
Radius E bewegt, so wissen wir, dass die Resultirende aller 
Krafte, welche die materiellen Pankte, ans denen jene Vor- 
richtung besteht, auf den bewegten Punkt ausilben, eine 
gegen das Centorum des Kreiaes gerichtete Kraft von der 
Intensitat mc^jR ist, welcbe die Centripetalkraft lieisst Da 
Wirkung und Gegenwirkung gleicb sind, so muas atich der 
bewegte materielle Punkt cine genau gleicbe, aber entgegen- 
gesetzte, also vom Centrum des Kreises hinweg gericbtete 
Kraft, die Centrifugalkraft, auf die materiellen Punkte aus- 
uben, aus denen die Vorrichtung besteht. Ich glaube, dasa 
in dieser Daratellung der Begriff der Centrifugalkraft wohl 
von jenen Dunkelheiten frei ist, welche Hertz a. a. 0, S. 7 
erwahnt. 

§ 14. Gleichformige und gleichformig beschleunigte 
Bewegung. 
Ea ist hOohat -wahrscheiulich , daaa die Kraft f{r), die 
zwiachen zwei beliehigen materiellen Punkten wirkt, jedes- 
mal verschwindend klein wird, sobald die Entfernung r cine 
gewiase Grenze iiberscbreitet, d. b. dass unser Bild nur mit 
den Thatsacben Ubereinatimmt, wonn wir dieae Annahme 
machen. Diese Entfemungsgrenze konnte sogar von der 
Groasenordnung der Moleculardimeneionen sein, wenn alle 
"Wirkungen, die sich acbeinbar auf grossere Entfemungen 
eratrecken, durcb ein Medium vermittelt wiirden. 

Den einfachsten Fall der Bewegung eines materiellen 
Punktea erhalten wir daber, wenn "derselbe so weit von alien 
iibrigen entfernt ist, dass kein einziger eine bemerkbare 
Kraft auf ihn ausiibt Dann sind, wie wir aahen, die zweiten 
Differentialquotienten der Coordinaten des beweglichen mate- 
riellen Punktes nach der Zeit gleich Null, die Geschwindig- 
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keitscomponenten constant. Der materielle Punkt bleibt also, 
■wenn er anfangs in Euhe war, immer in Ruhe; hatte er 
■dagegen sehon anfangs eine G-eechwindigkeit, so bewegt er 
sich mit dieser gleichformig in einer geradlinigen Bahn {das 
Tragheitsgesetz oder Galilei'ache Princip). 

Ein zweiter Fall ware der, dass die Resultirende aUer 
Kraffce, welche auf einen materiellen Paakt ¥on der Masse m 
wirken, wahrend der ganzen Zeit seiner Bewegung in Inteu- 
■sitat irnd Eichtung voUstiindig anveraaderlich ist. Dieser 
Fall wiirde angenaliert eintreten, wenn auf den beweglichen 
materiellen Punkt beliebige, sehr weit entfemte ruhende 
materielle Punkte wirken und die von alien ausgettbte Kraft 
zwar so gross ist, dass sie trotz der grossen Entfemung 
nicht versehwindet, ihre Grossen- tmd Eichtnngsandenmg 
aber wegen der Grosse der Entfernung der wirkenden Punkte 
wabrend der ganzeo Beweguug yernachlaasigt, daher die auf 
das Bewegliche wirkeude Kraft ale constant betrachtet warden 
kann, Wir w3.1ilen den Eaumpunkt, wo sich der bewegliche 
materielle Punkt zu Anfang der Zeit befindet, zum Coordi- 
natenursprung, dieRicbtung der gesammten auf ihn wirkenden 
Kraft, deren Intensitat p — mg heissen mag, als ;/-Eichtung 
und die Abacissenaxe in der Ebe-ne, welche dieae Eichtung 
und die Eichtung der Anfangsgeschwindigkeit des materiellen 
Punktes enthalt, dessen Coordinaten zur Zeit t x,y,x. heissen 
mogen. Dann wird nach Gleichung 13) 

Da ausserdem fiir den Anfang der Zeit, fiir welchen 
.( = geaetzt warden soil, x = y = z = w = ist, und u 
und V gleich den gegebenen Componenten m^, v^ der An- 
fangsgeschwindigkeit sind, BO findet man, mit RUckaicbt 
■darauf, dass 



ist, durch eine Rechnung, welche za einfach ist, als c 
jiijthig ware, hier darauf einzugeheu: 
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Unter der Gleichung der Bahn versteht man eine 
Gleichung zwischen x und y, welche fiir jeden Pankt der 
Balin, also fiii jeden Wertli der Zeit t besteht; wir er- 
halten sie also, wenn wir die Zeit t aus den letzten beiden 
Gleiclmngen eliminiren, -wodurch sicli fiir w^^O ergiebt, 3:=0; 
fiir jeden anderen Wertb von w„ aber 



y--. 



2 V 



[' + fi]^ = (^ + ^1- 

Diese Gleichung stellt eine Parabel dar, deren Axe 
parallel der y-Axe ist, deren Parameter gleicb u^^jg ist und 
deren Scheitel die Coordinaten — WpS'i,/^ und ~ ^o^/^^ 'i^*' 
Nach den durcb diese Formeln dargestellten Gesetzen be- 
wegt sich jeder Punkt eines dem Einflusse der Erdschwere 
allein unterworfenen, anfangs sich nicht drebenden Korpera 
und zwar iat die Bescbleunigung g gegeu den Erdmittel- 
punkt gerichtet. Jeder derartige Punkt yerhalt sich daher 
BO, als ob eine constante Kraft von unveranderlicher Eich- 
tung vertical nach abwSrts auf ihn wirkte (sein Gewicht), 
Die Intensitat dieser Kraft ist zwar nicht an alien Stellen 
der Erdoberflgxihe dieselbe, kann aber innerhalb dea Eaumes 
des Laboratoriums als ttberall gleich betrachtet werden. 
Eine merkwilrdige Erfahrungsthatsache ist hicrbei, dass alle 
Kfirper an derselben Stelle der Erdoberfiache dieselbe Be- 
scbleunigung erfahren, welche man die Bescbleunigung der 
Schwere nenut. 

§ 15. Bewegungamoment. Antrieb. 
Wir woUen nun iMeder /am allgemeinsten Fall der 
Bewegung eines beliebigen matenellen Punktes zuriickkehren, 
welche also dmch die allgemem'iteu Gleichungen 13) dar- 
gestellt ist. Da wir nur emen materiellen Punkt betrachten, 
80 wollen wir den Index I weglassen, Eb sei die Gesammt- 
kraft P, welche lut den mateiiellen Punkt wirkt, sowie ihre 
Eichtung als Function dei Zeit gegeben oder es seien die 
verschiedenen Componenteu I P . . ., deren Resultirende 
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die Kraft P ist, alle sammt ihrer jedesmaligen EichtuBg 
als Function der Zeit gegeben. Da die Masse m des mate- 
riellen Punktes constant ist, so konnen wir die Gleichung 13) 
in der Form schreiben: 
jg^ d{mu) ^x=X'+X-'+... 

oder d(mu] = Xdt, welcie nach onseren Festsetaungen be- 
sagt, dass dcli der Zuwachs der Grosse mu w^brend einer 
sebr kleinen Zeit dt vom Product der Zeit dt m den Worth, 
den die ai-Componente der Kraft in irgend einem Momente 
wabrend dieser Zeit hatte, nur am anendlicb Kleinea boherer 
Ordnung unterscbeidet, d. h. um eine Grosse, welche durch 
d t dividirt sich mit abnebmendem d t der Grenze Null nahert. 
Die Integration dieser Gleichung liefert, wenn wir die zu 
irgend einer Zeit t^ (der Anfangezeit) gehftrigen Werthe mit 
dem Index Null, die zu einer spateren, ebenfalls beliebigen 
Zeit l^ mit dem Index n bezeiebnen: 

17) mu^-mug =^ JXdt. 

Das Product aus der Masse in die Gescbwindigkeitecompo- 
nente in der Abscissenrichtung nennt man das Bewegunga- 
moment des materiellen Punktes bezilglich der Abscissen- 
richtung, das Produkt Xdt den Antrieb der Kraft in dieser 
EichtuQg wahrend des Zeitdifferentiales dt, das bestimmte 

Integrale f Xdt den gesammten Antrieb der Kraft wabrend 

der Zeit t^ — i^ in dieser Eichtung. Man kann also die 
Gleichung 17) mit folgenden Worten aussprecben: der Zu- 
wacbs des Bewegungsmomenfces des materiellen Pmiktea 
beziiglieb der Abscissenrichtung wabrend einer beliebigen 
Zeit ist gleicb dem gesammten Antriebe, der auf ibn 
wirkenden Kraft in dieser Richtung wahrend dieser Zeit, 
was natilrhcb auch fiir beHebig kleine Zeitmomente gilt. 
Das bestimmte Integrale druckt natiirlich aus, dass der 
Antrieb in der Abscissenrichtung wahrend der Zeit i^ ~ t^ 
so zu definieren ist: Man theilt die gesammte Zeit t^ — t^ 
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in sehr Tiele sehr Meine Theile ij ~ t^, i^ — i^ . . . t^ — t^_^. 
Man bezeichnet den Werth der -Z-Componente der Kraft P 
zu irgend einer innerhalb der Zeitstrecke t^ — t^ )jegenden 
2eit mit X^, zu irgend einer innerhalb *2 ~ *i liegenden 
Zeit mit X^ ... Der Gesammtantrieb der Kraft P in der 
Abscissenrichtung wSlirend der Zeit t^ — t^ ist dann zu 
definiren als die Limite der Siunme: 
18) Xj {\ - Q + Xj {t^ -t^]...X^ {t^ - t^_^) . 

Daraus, dass sich ^,,{1^ — tn-i) ^^"^ ^^^ ^^^ unendlich 
Kleines hoherer Ordnung vom Zuwacbse des in der Ab- 
scissenrichtung geschatat«n Bewegungsmomentes unter- 
aclieidet, folgt sofort, dass sich der Ausdrucb 18) dem Ge- 
sammtzuwachse diesea Bewegungsmomentes wSlirend der 
Zeit t^ — tf, als Limite nahert. 

Da imjner.3r=X' + X'+ ... ist, so siebt man sofort, dass 
der Antrieb der ReBultirenden immer gleich der Summe der 
Antriebe ibrer Componenten ist, Sohreiben wir statt l^, was 
ja eine ganz beliebige Zeit ist, wiederi und daher auch statt m^ 
wieder m, so konnen wir die Gleicbung IT) auch so schreiben: 



,1-Jxdt. 



Da M = -j^ ist, so liefert die nocbmalige Integration nach t, 
wenn man L imd daher auch m„ constant betracbtet: 



19) 



c = Xo + Wo(f - ^o) + "^ f'^* f^i^ 

= 3^0 + Mo (( " Q + -^ f{q - Q X{q) d q, 



wobei X{q) die Grosse ist, die man erhalt, wenn man X als 
Function von ( ausdriickt und daun statt t die Integrations- 
variable q substituirt. 

Alles Gesagte gilt natttrhch ehenso wie fdr die Abscissen- 
richtung auch fiir die y- und s-Richtung. Die Grosse Pdt 
nennt man aucb den gesammten Antrieb der Kraft Pwahrend 
der Zeit dt. 
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§ 16. Lebendige Kraft. Arbeit. 

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen fahren 

unmittelbar zur Losung der Aufgabe, weim die Kraft direct 

ala Function der Zeit gegeben ist. Dies ist jedoch meist 

nicht der Fall, meist sind die Krafte als Fimctionen der 

relativen Lage verschiedener materieUer Punkte gegeben. 

Daon liaben die im vorigen Paragraphen entwickelten 

Formeln wenig Nutzen. Denn nm fXdt, fYdt und fZdt 

bereclinen zu konnea, miiaste man die relative Lage sikamt- 

licher Punkte ala Function der Zeit bereits bennen, also 

die ganze Aufgabe schon gelost liaben. Mehr Nutzen ge- 

wSlirt dann der Satz der lebeudigen Kraft, zu dem man 

in folgender Weise gelangt. Ans den Gleichungen 14) folgt, 

da sich dsjdt der Grenze c, daher e-j— deraelben Grenze, 

wie ^^.^— oder -5-r, naliert, 
dt ds dt' ' 

^^^^ ^ q 
~ds 

oder in Differentialform nach dem Schema 4a 



Sds. 



20) ^-i?^-/ 



Man nennt nun das Product der Masse in das halhe Quadrat 
der Geschwindigkeit die lebendige Kraft, das Product Sds 
die wahrend dea Weges ds geleistete Arbeit, das Integral 
f Sds die gesanunte Arbeit der Kraft. Die Gleichung 20) 
besagt also in Worten ausgedruckt, dass der Zuwachs der 
lebendigen Kraft eines materiellen Punktes immer gleich der 
Gesammtarbeit der auf ihn wirkenden Kraft ist. 

S ist die Componente der Gesammtkraft P, welcbe auf 
den materiellen Punkt wirkt in der Richtung des Weges d s. 
Wir bezeichnen mit dx, dy, dx, die Zuw^ehse, welcbe die 
Coordinaten x, y, % des materiellen Punktes erfahren, wenn 
dereelbe den Weg ds zuriickiegt, also die Componenten des 
"Weges ds in den drei Coordinatenriclitungen; femer mit Z, Y, Z 
die Componenten der Kraft P in den Coordinatenrichtungen, 
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endlich mit dp die Projection des "Weges d s auf die Eichtung 
von P. Die Projectionen S uad dp sind mit positiven oder 
negativen Zeichen zu verselien, je nachdem sie in die Eichtting 
Ton ds resp. P oder die entgegengesetzte fallen. Dann ist; 
/ S= Poos [P,ds), dp = ds cos (P,ds), 

cos {P, ds) = cos [P, x) cos [ds, x) + cos {P,y) cos [ds, y) + 
+ cos [P, z) cos (ds, *), 
I X = Pcos{P,x); dx = ds cos{ds,x) 
mit vier analogen Gleiclningen fUr die beiden anderen Coordi- 
natenaxen. Daher ist die wafaread des Wegesrfs geleiatete Arbeit 
22} Sds=- Pdsco6{P,ds)^ Fdp = Xdx+ Ydy + Zd%. 
Man kann daher die Arbeit einer Kraft wahrend einer un- 
endlich kleinen Wegstrecke auch finden, indem man die 
IntensitSt der Kraft mit der L'aage der Wegstrecte und 
dem Cosinus des Ton beiden eingesclilossenen Winkela oder 
mit der Projection der Wegsta-ecke auf die Eicbtung der 
Kraft multiplicirt Die letzte der Gleicbungen 22) besagt, 
dafis die Arbeit einer Kraft gleich der der Summe ibrer Com- 
ponenten nach den drei CoordinatenricMungen ist, denn Xdx 
ist gemass der gegebenen Definition die Arbeit der x-Com- 
ponente unserer Kraft. Ea gilt noch allgemeiner folgender 
Satz: wenn beliebige, auf einen Punkt wirkende KrSfte 
P', P", ... die Kesultirende P haben und dieaer Punkt einen 
beliebigen, unendlich kleinen Weg zuriickiegt, so ist die 
Arbeit der Kraft P immer gleich der Summe der Arbeiten 
ibrer Componenten. Man iiberzeugt sich Ton der Eichtig- 
keit dieses Satzes am leichteaten, wenn man die Arbeit jeder 
dieeer Krafte durcb die Summe der Arbeiten ibrer drei 
Componenten nach den drei Coordinatenrichtungen ersetzt. 
Man kann die Grleichung 

d{^\ = Xdx+ Ydy\- Zd% 

aucb direct in folgender Weise ableiten: man multiplicirt die 
linke Seite der Grleichung 1 6) mit udt, die rechte mit dx, was 
ja gleich u dt ist, ferner multiplicirt man die analoge Gleicbung 
bezuglicb der y-Axe, also die Gleicbung ^-tt = Y, links 
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mit vdt, rechts mit dy, verfahrt analog mit tier entsprechen- 
den Gleichung bezuglich der x-Axe und addirt schlieaslich 
die drei so erhaltenen Gleicliimgen. Man erhalt so eine 
Gleicbimg, deren linke Seite m{udu + vdv + wdw), also 
gleicli d(^me^) und deren rechte Seite gleich Xdx + Ydy 
+ Zdx ist 

Wollte man Gleichungen zwischen Differentialausdriicken 
vermeiden, so miisste man zunachst sehr viele sehr nahe 
liegende, vom Beweglichen dnrchlaufene Eaumpunkte A^, 
Aj^, A^, ... durch Gerade A^^A^, A^A^,... A^_^A^ verbiaden. 
Wir bezeicbnen ftir einen beKebigen Werth von k die 
Gerade A,^^A^ mit As^; femer mit P^ die Kraft, welcbe 
avtf den materiellen Punkt in A^ wirkt, mit S^, X^, Y^, Zj. 
deren Componenten in der Eicbtung A/^^ A,^ und in den 
Coordinatenricbtungen, mit Ap^, Ax^, Ay^^, A%^ die Pro- 
jectionen von As^ auf die Ricbtungen von P^ und die 
Coordinate nricbtungen, endlicb durcb ein vorgesetztes A den 
Zuwacbs einer der Grossen (, c, u, v, w beim Uebergange 
Tom Punkte ^j_j zu J^, a, B. mit A t die dazu erforderlicbe 
Zeit Die Gleicbungen 21) und 22) gelten dann unverandert, 
nur dass man lur P, S, X, Y, Z, ds, dp, dx, dy, dx zu 
scbreiben bat: F^, S^, X^, Y^, Z^, As,^, Ax^, Ay^, A»^. 
Die Gleicbungen, welcbe durcb diese Bucbstabenvertauschung 
daraus entsteben, woUen wir die Gleicbungen 21*) und 22*) 
nennen. 

Die Gleicbungen 1), 4) undl6) scbreiben sich in der Form 

e = lim —TT- , u = lim —rr > w* "m -r/ =^ X^ etc. 
At At At " 

woraus folgt 

y I Au , Av , Aia\ ,. '^i~2~/ ^ 

m]im\u—— + V— \-w-r—\ =hm ■ - , -■-— = S.. 

V Ast Ast AstI Ast " 

Daraus und aus den Gleicbungen 21*) und 22*) folgt dann 

nacb den Regeln der Integralrecbnung; 

\im'^S^As^ = lim'^P^Ap^^'\im^P^As^cos{P^As^) = 

= ]im^(X^Ax^ + Y^Ay^ + Z, Js;,) = 
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welche eben in der syrabolischen Schreibweise der Integral- 
rechming die Form 20) annimmt. Die G-leichung 19) miisste 
entweder als abgekiirzter Aaadruck fiir die Integral- 
20) betra«htet oder in Quotientenform so ge- 
1 ■werden: 

(P, d s) ^ Pdp_ ^ Xdx+ Ydy + Zd% ^ . 



Sds ' Sds Sd, 

§ IT. Die Lissajous'achen Eignren. 
Wir wollen als ersten speciellen Fall denjenigen be- 
trachten, wo ein einziger materieller Punkt Ton der Masse m 
vorhanden ist, dessen rechtwinkeUge Coordinaten wir mit 
X, y, s, dessen G-eschwindigkeitacomponenten wir mit m, v, w 
bezeichnen. Die drei Compouenten X, Y, Z der darauf 
wirkenden Geaammtkraft in den Coordinatenrichtungen aoUen 
den Coordinaten des materiellen Punktes proportional sein. 
Sie sollen immer nach der Seite wirken, wo der Coordi- 
natenursprung liegt, so dass sie fur positive Werthe der 
Coordinaten die Richtung der negativen Coordinatenaxen 
haben, -weshalb wir aie mit negatJTeii Zeichen verselien wollen. 
Es wird also dann sein: 

23) X=-a^,x, Y=-c^^y, Z = ~ a^^7. , 

wobei a^^^ a^^ and a^^ constant sind. Es ist daher in den 
aUgemeinen Bewegungsgleichungen 13) fllr m^, x^, y^, %^, 
*(^, Vj, Mij, -X|, Tj, 2j za setaen m, x, y, %, u, v, w, 

-Z = — a^j a; , 1' = — ttga 2/ j -2 = — ttgg «, 
wodarch sie die Form annehmen; 

Krafte, welcbe Ton anderen im Endlichen liegenden 
Punkten auf unseren materiellen Punkt ausgeiibt werden, 
konnen nicht genau nach diesem G-esetze auf ihn wirken, 
weil ja dann die Anziehang in unendliclier Entfemung nicht 
Terscbwinden, sondem im Gegentbeile unendlich gross werden 
wilcde. Wir finden jedocli einen Fall, wo die Gleichungen 23) 
wenigstens angenShert gelten in folgender Weise. Der be- 
weghche materielle Punkt von der Masse m befinde sich 
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unter dem Einflusse beliel^ig vieier anderer im Raume un- 
beweglicber materieller Pimkte, welche aolche Krafte auf 
ihn ausiiben, dass er, sobald er sich im CoordinatenanfangB- 
punkte befindet, im Gleiohgewichte ist, d. h, dass siob da- 
selbst alle auf ibn wirkenden Krafte aufheben. Ferner soil 
sich der bewegliche materielle Punkt vom Coordinaten- 
urapruiige inimer nur um eine Strecke entfernen, welche 
kleiii iat gegeniiber jeder der Entfernungen der auf ibn 
wirkenden materiellen Punkte. Dana sind auch die Coor- 
dinaten x, y, % dea beweglicben materiellen Punktea klein 
gegen alle diese Entfemungen und man kann die Kraft- 
function V nach Potenzen dieser Coordinaten entwickeln. Be- 
zeicbnen wir die "Werthe, welche man erbalt, wenn man in 
y. dV_ 87^ dr_ d^r d^V 
' 8x ' By ' dx ' 8x^ ' Sxdy 
x = y = z =^Q setzt, mil a„ , Oj , o^ , Og , a^j , a^g . . ., bo wird : 

F= «(, + a^a:-[- a^i/ + «3« + Oii-^- +ffli2-^ + •■.- 

Da die in den Coordinatenricbtungen auf den beweglichen 
materiellen Punkt wirkenden Krafte omponenten immer die 
negativen partiellen Differ entialqnotienten von V nach den 
betreffenden Coordinaten sind und filr x = y — % — ver- 
achwinden sollen, ao muaa Kj = a^ = Og = sein. Ich aetze 
ferner als aus der analytiacben Geometrie bekannt yoraus, 
dass man die Lage der Coordinatenaxen immer so wahlen 
kann, dass a-^^ = a^^ — a^^ = f) wird. Acceptiren wir diese 
Lage der Coordinatenaxen and vemacblaasigen wegen der 
Kleinheit der Coordinaten die Glieder, welche bezilglich 
derselben von lioherer Ordnung als der zweiten sind, so 
folgt: 

"Wir erhalten daher fiir die Compouenten der Krafte, weiche 
auf den materiellen Punkt in den Coordinatenricbtungen 
wirken und ftir die Bewegungsgleichuogen die Gleichungen 
23) und 24). 

Wenn die drei Constanten Ojp a^^ und a^^ positiv sind, 
so wird, aobald der materielle Punkt unendlich wenig in 
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irgend einer der drei Goordinatenrichtungen von seiner Eulie- 
lage entfemt wird, immer eine Kraft geweckt, welche ihn 
wieder gegen diese zuriicktreibt. Man sagt dann, daa Gleich- 
gewicht des materiellen Punktes in seiner Kahelage ist stabiL 
Ware einer oder mehrere dieser Coefficienten negativ, so 
wiirde, 'wenn aich der materielle Punkt ein wenig in der 
betreffenden Coordinatenrichtung aus seiner Euhelage ent- 
fernt, eine Kraft wirksam, die ihn noch weiter TOn derselben 
wegtreibt. Es miisate also dann, weun der materielle Punkt 
keine Anlangsgeschwindigkeit liatte, die betreffende Coordi- 
nate mindestens so lange fortwachsen, tis die oMgen Formeln, 
die ja blosse Annalierungsformeln sind, nicht melir gelten. 
Man sagt dann, das Gleichgewicht ist labiL Diesen Fall, 
sowie die Falle, dasa einer oder mehrere der Coefficienten 
a^^, 3j2 und Ogj yerschwinden oder dass die gemachte Eeihen- 
entwickelung unzulassig wird, wollen wir niclit naher be- 
trachten, Letzteres ware nnr moglich, wenn die Kraft, die 
einer der wirkenden Punkte auf den BewegHchen aasiibt, in 
der Tinmittelbaren Umgebtrng der der Euhelage des letzteren 
entsprechenden Entfemung nicht nach dem Taylor'schen 
Satze entwicbelbar ware. Wir beschaftigen uns daher aus- 
schliesslich mit dem Falle, dass o^^, a^^ und a^^ positiv sind. 
Die drei Differ entialgleichungen 24) sind ToUkommen 
Ton einander unabhangig. Daher genligt es, die erste zu 
behandeln. Ich setze ihr Integrale als bekannt voraua. Wenn 
A und B zwei willkiirliche Constanten und + ^A^ + B^= G, 
arctg {AjE) = ~ D ist, so lantet d 



.((|/^)+Bsin(y|;.' 



= Csin(^il/^-Dj. 
nan die Constante so, das 
M^ wird, so folgt: 



i°"('l/^) + "»l/|™('|/i')- 



Die Componente der Bewegung in der Abscissenriclitung ist 
eine periodische. Der Werth Ton x schwankt zwischen 
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= l/v 



a J- ill, — imij _ fortwiihTend bin und her 

md ist bei passend gewabltem Zeitanfange immer pro- 
portional dem Sinus des mit einer Conetanten multiplicirten 
Werthes der Zeit. Man nennt eine soiche Bewegang eine 
einiache Sinusbewegung oder eine barmoniscbe Eewegung 
oder auch, weil das Pendel angenahert nach diesen Ge- 
setzen schwingt, eine einfache Pendelscbwingung. Dieaelbeii 
Werthe ■von x und u kebren der Reibe nacb wieder, wenn 
die G-roBse unter dem Sinus- und Cosinuszeiohen um 2 n, also 

wenn ( tim 2 r = 2 ti i/~ gewachsen ist. Die Halfte r dieaer 
Grfiaae, also die Dauer eines Hinganges, welche gleicb der 
eines Herganges iat, nennt man die Scbwingan^dauer. Das 
durch die Scbwingungsdauer dividirte Product der Zahl it 
und der Zeit, welche seit dem Momente verging, wo x zum 
letzten Male gleicb + war, nennt man die Pbase der 



(Jleiches gilt natarlicb iur die Oomponente der Be- 
wegung in der Eichtung der y- und x-Axe; doch sind die 
entsprechenden Scbwingungsdauern r' und r" im Allgemeinen 
unter einander und von r verecbieden. 

Wir wollen nur noch einige Worte tiber die jedenfalls 
mSglicben Losungen bemerken, ftir welche zu jeder Zeit 
% = ist. Dann bekommen wir nebst der Gleichung 25) die 
analoge Gleicbang fiir die i/-Axe: 



26) y^y, cos (i|/^) 



Sei das eine Ende eines elaataacben Stabes von recbt- 
eckigem Querscbnitte festgetlemmt, am aaderen Ende aber 
eine verhaltnissmaaaig grosse Maase m hefestigt (Wheat- 
stone's Kaleidophon), so macht diesselbe angenShert die 
durch die Gleichungen 25) und 26) dargestellte Bewegung, 
ebenso ein Punkt eines Licbtstrablea , welcber vorher von 
zwei Spjegeln reflectirt wurde, die an den Zinken zweier in 
auf einander senkrecbten Ebenen scbwingender Stimmgabeln 
befestigt sind (Lisaajous'scbe Figuren). Beidea kann ent- 
weder als Erfabrungstbatsache betrachtet oder aus den 
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Bjiateren Bildern filr die elastiachen Eracheinungen abgeleitet 
werden. 

Die Bahn finden wir in diesem Falle, ■wenn wir die 
Zeit aus den beiden Gleichungen 25) und 26) eliminireii. 
lat das Yerhaltniss der Sohwingungsdauem t und r' ein 
rationales, so erMlt man dadurcli immer eine algebraisclie 
G-leichung zwischen x and y. 1st dieses Verhaltniss aber 
irrational, so bildet die Babn zwar einen fortlaufenden 
Linienzug, dieser aber fiillt mit wacbsender Zeit allmahlich 
ein ganzes endlichea Stiick der Ebene (ein Recbteck) immer 
mebr continuirlicb aus, so dass der materielle Punkt jedem 
Pankte dieses Stiickes der Ebene beliebig nabe kommt, wenn 
nur die Zeitdauer der Bewegung Hang genng gewablt wird. 
Wir woUen nocb folgenden Fall betracbten: Auf un- 
seren materiellen Punkt, auf welcheu in der liicbtung OX 
die Kraft — a^^ x, in der Eiobtuug F die Kraft — a^g V 
wirkt, soil noch eine dritte Kraft von constajiter Intensitat p 
wirken, welcbe in der ic^-Ebene gerade vom Coordinaten- 
ursprung binweg gericbtet ist. Ea w^re dies der Fall, wenn die 
Ase des Stabes des Wbeatstone'scben Kaleidophons bori- 
zontal ware und auf die am Ende befestigte Masse m ansser 
der Elasticitat des Stabes noch die Schwere wirken wiirde. 
Wennjj in der Abscissenrichtung wirkt, tritt dae Gleiobgewicht 
fur X — 2>jai^ ein, wirkt dagegen ^ in der Bicbtung der y-Axe, 
ao ist fiir den Fall des Gleichgewichtes y —pja^^- ■'■** ^'^'^" 
lich die Eicbtung der Kraft p gegen diese beiden Eichtungen 
geneigt, so f^Ut die Veracbiebung, welcbe der materielle 
Punkt aus seiner Eubelage erfabrt, im Falle des Gleicb- 
gewiehtea nicht in die Eichtung der Kraft, wenn Oj^ und o^j 
verschieden sind. Sind z. B. die Seitenflacben des Stabes 
des Wbeatstone'soben Kaleidopboas gegen die Horizontal- 
ebene geneigt, eo wird derselbe durcb ein am Ende an- 
gebangtes Gewicbt nicbt in einer Verticalebene, sondern in 
einer gegen die Verticale geneigtcn Ebene nacb abwarts 
gebogen, wenn sein Querscbnitt ein Recbteck ist. 

Wir kebren wieder zu der durcb die allgem einen 
Gleicbungen 25) und 26) bestimraten Bewegung obne Wirk- 
samteit der Kraft p zurHck und betracbten den Fall, wo 
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°ii ~ ""as ^^^' ^^^ inomet" eintritt, sobald jedem auf das Be- 
wegliche wirkenden materiellen Puntte ein zweiter ent- 
sprichfc, der ebenao relativ gegen die y-Ase, wie der erste 
gegen die x-Axe liegt. Wir ■wollen dann a^y = a^^— a setzen. 
Die Elimination der Zeit aus den beiden Gleickungen 25) 
und 26) lehrt, das8 dann die Bahn geradlinig wird, falls 
X und y gleichzeitig ihre grossten gleich oder entgegengesetzt 
bezeiclineten Werthe annehmen, 

Wahlt man dieae Zeit als Zeitanfang, so ist M|j=u„=0, 
x^ und y^ Bind itn ersten J'all gleich-, im zweiten entgegenge- 
setzt bezeiclmet. Mau sagt dann, die Phasendiffereuz zwischen 
der Bewegung in der Abscissen- und Ordinatenrichtung ist 
gleich Null oder ro. Von der Geraden wird natiirlich nur 
ein endliches Stiick '\/x^^ + y^^ von aus in der einen und 
anderen Eiobtung durchlaufen. Wenn die Phasendifferenz 
dieser beiden Bewegungen ^tz oder -|w ist, d. h, weun x 
seinen grossten positiven oder negatiTcn Werth hat, wahrend 
y = ist und umgekehrt, so ist, wenn man einen der ersten 
Momente als Zeitanfang wahlt, u^^y^=: 0. Die Elimination 
der Zeit zeigt, dass dann die Bahn eine Ellipse, deron 
Axen mit den Coordinatenaxen zusammenfallen, oder ein 
Kreis ist; sonst ist die Bahn eine geneigte Ellipse. 

Wenn in den Gleichungeu 25) und 26) a^^ und a^^ nicht 
vollig gleich, aber nur wenig verschieden sind, so geschieht 
die Bewegung lange so, als oh sie volletandig gleich waren 
und es andert sich nur allmahlich die Phasendifferenz 
zwischen den Bewegungen in der Abscissen- und Ordinaten- 
richtung. Auch wenn l/a^j und j/a^a ^^^ angen'ahert in 
eiuem durch einfache Zahlen ausdrilckbaren rationalen 
Yerhaltnisse stehen, geschieht die Bewegung lange so, als 
ob sie genau in diesem Verhaltnisse atilnden und es findet 
allmahlich wie der eine Phasenverschiebung zwischen der 
Bewegung in der Abseieaen- und Ordinatenrichtung statt, 
AehnUch betrachtet man in der Astronomie die StSrangen 
der Planetenbahnen so, als ob jeder Planet sich in jedem 
Momente nach den Kepler'sehen Gesefeen in einer ge- 
wissen Bahn bewegte und nur allmahhch die Elemente dieser 
Bahn sich mit der Zeit anderten. 
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§ 18. Gedampfte harmouische Schwingungen. 

Wir wollen nun noch den Fall betrachten, dass nebst 

der der Coordinate proportionalen Kraft noch eine der Ge- 

achmndigkeit proportionale wirkl Wir woUen in diesem 

Falle aber nur die Bewegung in einer Geradea ins Auge 

fasaen. Wahlen wic diese Gerade zur Abacissenaxe, so er- 

haiten wir also jetzt an Stelle der ersten der Gleicliungen 24) 

die G-leicliung 

27) w*^* = -ax-2b^. 

' df dt 

a and h sind Constanten. Die der Geschwindigkeit pro- 

portionale Kraft soil stets der Bewegung entgegenwirken, 

weshalb wir ibr das negative Zeioben geben. Die Bewegung 

eines langsam unter dem Einflusse der Schwere und des 

Luftwiderstandes sobwingenden Pendels gescbiebt, wie wir 

spater sehen werden, mit grosser Annaberung nach den 

durcb diese Gleiobungen ausgesprochenen Gesetzen. Die 

Kr^fte, welcbe Lufttbeilchen austibea, lassen sicb gut durcb 

das Bnd yon Centrikraften darstellen und man kaim bieraus 

(wenigatens beOaufig) motiviren oder als aua der Erfahrung 

bekannt voranssetzen, dass die Bewegiing der Lufttheilchen 

in der TJmgebung des sobwingenden Pendels angenahert so 

gescbiebt, dass die Kraft dec ersteren auf das letztere der 

Geschwindigkeit desselben proportional ist. Naeb den durch 

die Gleichung 27) bestimmten Gesetzen schwingt aaob ein 

durch eine Kupfermasse gedampfter Magnet "Wir wissen in 

diesem Ealle weniger tiber die Bilder, durcb welcbe sicb die 

von den elektrischen Stromen der Kupfermasse auf den 

Magneten ausgeiibten Krafte darstellen laasen. Es lebrt aber 

aucb bier wieder die Brfabnmg, dass die dampfende Kraft 

der Geschwindigkeit proportional ist. Die Integration der 

Gleichung 27) hefert 

sobald 6^ > fflwj ist, wobei 

^ b + -\/¥~ am 



y Google 



go II. § ]8. Gediimpfte Sctwingungen. [Gl. 28. 28a. 

positiYe Griissen sind, wenn, wis wir annehmen, <t und 6 
positiv sind, d. h. wenn die der Coordinate proportionale 
Kraft eine Anziehung, die der G-esohwindigkeit proportionale 
eine Dampfung ist. C und C, eiad die Integrationscon- 
atanten, die ohne Weiteres bestimmt werden konnen, wenn 
die Werthe der Coordinate und Geschwindigkeit zu An- 
fang der Zeit gegeben sind. Die irgend einer Zeit ent- 
sprechende Absoisse besteht also aus zwei Summanden, 
welche sich beide mit wachsender Zeit nach dem Expo- 
nentialgesetze aeymptotiscli der Null nahem, d. h. aie nehmen 
in geometrischer Progression ab, wenn die Zeit in arith- 
metischer wachst Der erste Summand nimmt noch weit 
rascher als der zweite ab, so dass nacb langerer Zeit zwar 
auch der zweite sehr klein, aber der erste noch viol kleiner 
geworden ist 

Fiir fi^ = am folgt aus Gleichung 27) 

Beide Glieder nUtem sich mit wachsender Zeit asympto- 
tisch der Null, jedoch nur das zweite nach dem einfachen 
Exponentialgesetze und es wSre wie im friiheren Faile leicht, 
diejenige Eolation zwischen dem Anfangswerthe der Coordi- 
nate und dem der Geschwindigkeit zu finden, welche erfiillt 
sein muss, damit nur das eine oder nur das andere Slied 
auftritt. Die Bewegung heisst in den beiden betrachteten 
Fffien eine aperiodische. 

Ist h"' < am, ao werden die beiden im ereten Falle mit 
Oy Tind «2 bezeichneten Constanten complex und man findet, 
wenn man die imaginSren Exponentiellen in bekannter Weise 
dureh trigonometrische Functionen ersetzt: 

X = [csinj-"/) + 0, cos (^)j s" ''\ 

wobei zur Abkurzung gesetzt wurde: 
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iat Wenn i um r wachsfc, wecheeln beide Addenden jm 
Atisdrucke fiir x, daher auch x selbst das Vorzeichen. Es 
muss also x jedesmal im Verlaufe einer Zeitstrecke von 
der Lange r einmal NuU werden. Wahlen wir eiiien solchen 
Zeitmoment, fiir den a; = wird, als Zeit Null, so wird: 

28b) x= Ce~'''sm(^]. 

Jedesmal nach Verlanf der Zeit r, sonst aber uicht, wird 
a; = 0. Dazwischen bat x abwecbselnd positive und negative 
Maxima, sobald dxjdt = ist, welche Bedingung sich wegen 

auf 

30) 'g(^) = T 

reducirt. "Wir wollen jeden positiven und jeden : 
grOssten Zalileawertb vou x eiiie grosste Excursion i 
Ist t^ die zwiscben Null und -^t iiegende Wurzel dieser 
Gleichung, so hat jede folgende die Form ij + fcr. t ist 
also die Zeit, welche zwiscben dem Eintritt einer groasten 
Excursion und der nachsfcen darauf foigenden oder, wie 
man auob sagt, eines Umkehrpunktes und dea nacbst- 
folgenden vergeht, also die Zeit eines ganzen Hinganges, 
welcbe natilrlich gleicb der Zeit eines Herganges ist und 
welche wir die Schwingungsdauer nennen ivollen. Sie ist 
audi die Zeit, -welche zwischen zwei aich foigenden Durch- 
i durch die Rnielage vergeht. 
Ist 9^ der Ahsolutwerth ii^end einer grossten Excursion, 
so ist der der nachsten Xj^ + 1 — x^. e' K Die Bewegung ist 
daher ebenfalls eine periodische, schwingende; aber die 
grossten Excursion en nabern sich in geometriacher Pro- 
gression aaymptotisch der Nulle. Ans der letzten Gleichung 
findet man; 

A = log nat -^^ = log nat '^ + ' "|" "^ . 

^k + l ^k + 2 -I- ^k + l 

Man nennt X das logarithmiscbe Decrement. Es ist der 
n'atiirlicbe Logaritbmus des Quotienten zweier sich folgender 
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gr&sster Escursionen oder auch des Quotienten des Abstandes 
des k + Iten und k + 2ten Umkebrpunktes in den des fcten 
und & + 1 ten. Man nennt den Abstand zweier sich folgender 
Umtehrpunkte die betreffende Schwingungsweite. 

§ 19. VeiBchiedene Anregungsarten gedampfter Pendel- 

schwingungen. 

Wir wolien nun folgende Anregungsarten beti'achten. 

Ea sei das Bewegliche anfangs in Rube. Zur Zeit Null werde 

ibm plfttalicb die Geecbwindigkeit u^ ertbeilt. Der daau or- 

forderliche Antrieb iet; 

Dann gelten die Gleichungeu 28b) mti 29), da fUr i = 0, 
x = let. In letzterer wird fur t = Q, dxjdt = u^. Es 
ist also 



■ wird die darauf folgende grosste Excursion 



' "" " \ -^ } Yi?+i? 

Denn dieselbe tritt fUr i = ij ein, was die kleinste positive 
Wurzel der Gleichung 30) ist Man kann daher, wenn X 
und T bekannt eind, aue der ersten gr6asten Excursion die 
anfangs ertbeUte Gescbwindigkeit bereehnen. Piilirt man 
J(i statt Mp ein und setzt fiir m seinen Wertb aus der 
zweiten der Gleicbungen 28a), so folgt 

In der Galvanometrie gilt eine der Grleicbnng 27) gleicb- 
lautende Gleichnng, nur bedeutet x den galvanisclien Strom, 
A^ den Integralstrom, a den Keduetionsfactor, m das Trag- 
beitsmoment 

Wir betracbten nun folgende andere Anregungsweise 
des materiellen Punktes zur Bewegung. Man ertbeile dem- 
selben im Augenblicke jedes Durchganges durcb die Eube- 
lage die Geacbwindigkeit m^ in der Eiehtung, in der er sich 
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gerade bewogt. Der gesammte dazu erforderliclie Anti'ieb 
seijl^. Man nennt dies die ballistische MultiplicationBmethode. 
Es wird dann mit der Zeit ein stationarer Schwingungs- 
zustand eintreten, wobei die groaste Excursion jedesmal 
dieselbe ist. Filr diesen muea dann nacL jeder Biickkehr 
in die Euhelage die aeit dem Yorigen Dnrchgange durch 
diese verlorene Gesohwindigkeit durch die neu ertheilte u^ 
gerade ersetat werden. Wenn also m^ "^^ G-eachwindigkeit 
im Momente nach Hinzufiigung der G-escliwindigkeit Mj ist, 
so let (vgi, Formel 29) u^e~'- die Geschwindigkeit, mit 
■welclier der materielle Pankt wieder in die Kuhelage zurilck- 
kehrfc und da diese durch Hinzufagung you it^ wieder in u^ 
iibergehen muss, so hat man: 

x^ ist wie friiher durch die Gleichung 31) mit w^ verbunden, 
aus welcher durch Substitution von u^ sich ergiebt 

_ T Ml - — "'^"'E y _ 

"•' (1 - ,-'-)yir^Ii ' 



2 x^ ist im stationaren Zustande die Schwingui 
Wiirde die Geschwindigkeit u^ immer nur beim Durchgange 
durch die Euhelage in dem einen Sinne, nicht aber bei dem 
im entgegengesetzten Sinne ertheilt, so wiirde sich nichts 
andern, als das 



ware. In jedem Palle lasst sich m^ aus der SchwiagungB- 
weite des stationaren Znstandes und aus it und r berechnen, 
Ist uberdies noch m oder a bekannt, so kann auch der 
jedesmal ertheilte Antrieb gefunden werden. 

Eine dritt« Anregungsmethode ist die Zuriickwerfungs- 
methode. Dabei ertheilt man bei jedem zwoiten Durchgange 
durch die Euhelage eine Geschwindigkeit u^ in der der Be- 
; entgegengesetzten Richtung. Wenn das Bewegliche 
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unmittelbar naohher die Geschwindigkeit «„ hat, so hat es 
bei der zweiten EUckkehr nach derRuhelagedieGeachwindig- 
teit u.6-^^ nnd es muss filr den atationaren Zustand 



sein. Die erste eintretende grosste Excursion ist wieder mit 
Mji durcb die Gleichung 31) verbunden, die zweite ist e-'mal 
kieiner. Die Einiuhrang YOn u^ statt m^ in diese Gleichung 
bietet keine Schwierigkeit, 

Wir wollen noch eine Tierte Anregungsweise betraohten, 
weluhe wir das Multiplicationsverfahren mit andauernder 
Kraft nennen wollen. Wir lassen wahrend eines ganzen 
Hinganges anf das Beweglicbe eine coaetante Kraft X in 
der Bewegungsrichtung wirken. Wahrend des ganzen Her- 
ganges lassen wir eine gleicbe entgegengesetzte Kraft 
wirken, welche also jetzt wieder die Eichtimg der Bewegang 
hat. Ist der Zustand stationar geworden, so geschieht der 
Hingang einfach so, als ob die Ruhelage niebt im Coordi- 
natenurspnmge, sondern in dem Punkte mit der Abscisse 
^^Xja ware, beim Hergaage aber im Punkte mit der 
Abscisse — |. Wenn daher 2 x^ die Schwingungaweite im 
stationaren Zustande ist, so ist wahrend eines Hinganges 
a; 4- g als die ei«te und x^~- ^ als die zweite grosste 
Excursion anzuaehen. Es ist also 

Oder 

t e' + 1 X e^ + 1 



Die letzten Aufgaben sind specielle FSlle des a 
Problems, dass anf den materiellen Punkt ausser den beiden 
bisher betrachteten Kraften, von denen die erste der Ex- 
cursion, die zweite der Geschwindigkeit proportional ist, noch 
eine andere Kraft wirkt, welche eine beliebige Function f{t) 
der ZeJt iat, so dass die Eewegungsgleichang lautet; 



' d^ 



+ 2b^ + ax = m. 
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Die allgemeine Integration dieser Gleicliung nacli der Methode 
der Integration von linearen Differentialgleichungen mit con- 
stanten Coefficienten und zweitem Theile bat keine Schwierig- 
keit. FtSr 

wo diese Gleichung das Mitschwingen eines elastischen 
Korpers oder sonstigen Resonators mit einem einfachen Tone 
liefert, nimmt ihr allgemeines Integral die Gestalt an: 

r„ Tit , -, . 7tt\ -*- , B ■ (nt a\ 
X = Ceos — - + (7^ sm — U "^ -{ sm &\ . 

Dabei sind r und X wiedenim durch die GleichKngen 2S) 
gegeben. o und ■& aber sind Constanten, deron Werthe 
dnrch die beiden Gleicbungen 



bestimmt sind. 

Fiir den stationaren Zu stand verschwinden im Ausdrucke 
fiir X aUe &lieder bis anf das letzte. Der materielle Punkt macht 
also einfache harmonische Scbwinguugen, welcbe dieselbe 
Periode, wie die anregende Kraft baben. Die Schwingungs- 
weite 2Bja> iat ein Maximum, wenn r^ = 'mml'\fam ~2b'^ 
ist. Wenn t-^ — 7t ~^mja, also gleich der Scbwingungsdauer ist, 
weiche der materielle Punkt hatte, wenn er obne Dilmpfung 
bei gleicher, der Coordinate proportionalen Kraft scbwingen 
wlirde, bo ist die G-escbwindigkeit in der Euhelage ein 
Maximum und i^ = -i-^i; die Pbasendifferenz zwiscben den 
Scliwingungen des Punktes und denen der Kraft ist also ^ w. 
Fur grossere Tj^ begt sie zwischen Null und -^ ti, fiir kleinere 
zwiscben ^ n und n. 

§ 20, Qxundgleichnngen fiir die Centralbeweg^ung. 

Wir wollen uus nun mit dem folgendon Beispiele be- 
fassen. Die Resultirende aller Krafte, welclie auf einen beweg- 
lichen materiellen Punkt von der Masse m wirken, dessen 



y Google 



66 II- § 20. Grundgleiclsuugec fttr dio Oentralbewegung. [G-1, 32. 

Coordinaten zur Zeit t mit x, t/, x, bezeicbnet werden soUea, 
aci eine Function f{r) der Entfernung desselben von einem 
ira Raume festen Punkt und falle auch immer in die 
Eichtang Ton r. Wir geben wieder der Function f(r) das 
positiye oder negative Vorzeichen, je nachdem die Kraft die 
Entfernung r zu ver gross em oder zu verkleinern strebt, 
d. h. je nachdem sie von weg- oder gegen hingerichtet 
ist Eine solche Kraft nennen wir eine Centralkraft. Die 
Bewegung, welche ein jnaterieller Punkt unter ihrem Ein- 
fluaae macht, nennen wir eine Ceutralbewegung, 

Diese Bedingungen sind reaiisirt, wenn auf den beweg- 
Ucben materieUen Punkt ein einziger anderec wirkt, welcher 
in der Entfernung J- die Kraft /"(r) atif ihn ausubt und entweder 
duroh irgend eine Vorrichtung immer in dem fisen Eaum- 
puokte festgehalten wird oder zu Anfang rubte und eine 
sehr grosse Masse gegenilber der Masse des beweglichen 
Punktes hat. Im letzteren Falle sind dio Bedingungen 
natiirlich nur angenahert realisirt, da die Beachleunigung 
des wirkenden materieUen Punktes immer sehr klein gegen 
die des anderen ist und dabor auch die Geschwindigkeit 
und Ortsveranderung des wirkenden materieUen Punktes 
sehr klein bleiben. 

Wir wahlen den Punkt als Coordinatenursprung und 
die Ebene, welche iim uud die Eiebtung der Anfangs- 
geecbwindigkeit des beweglichen materieUen Punktes ent- 
halt, als a;y-Ebene, dann entbSlt die G-leicbung 9) ein 
einziges G-lied, in welchem filr cc^, y^, Sj, x^, j/^, a^, ntj, r^^ 
und /ifc(J'ijJ zu Echreiben ist x, y, %, 0, 0, 0, m, r xaiA f(r). 
Wir erhalten daher, wenn wir die jeder der Coordinatenaxen 
entsprechende Gleichung hinschreiheuj die drei Gleichnngen 

Da zu Anfang der Zeit z = d^jdi = ist, so ist alles be- 
zvlglich der a;j/-Ebene sjmmetrisch, und wir erhalten die 
einzig mogliche Lijsung, indem wir fiir alle Zeiten x = 
setzen. Denn wiirde irgend einmal x von NuU verschiedene 
Werthe annehmen, so milsste die L6sung, wo z die gleichen 
eutgegengesetat bezeichneten Werthe hat, ebenso gut mSg- 
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lich sein. Wenn aber der Quotient des Zuwachses von r 
in den von /"(r) niemala unendlich wird, so ist das Problem 
immer eindeutig bestiramt, d. h. es kOnnen nie aus den 
gleiclien Anfangswertben nacb einer endlichen Zeit aidi 
zweierlei Werthcombinationen der Coordinaten ergoben. 

Wir baben also nur noch die beideo ersten der Glei- 
clrangen 32) weiter zu behandeln. Wir leiten da zuerst die 
G-leichung der lebendigen Kraft nach der Metbode ab, die 
wir schon bei Entwickelung der Gleicbung 20) auseinander- 
geaetzt haben, Wir multipliciren die linke Seite der ersten 
der Gleicbungen 32) mit udi, die recbte roit dx, die linke 
Seite der zweiten Gleichung rait vdt, die rechte mit dy 
und addiren dann beide Gleicbungen. Da 

^di^du 
ist, so erhalten wir auf dieae Weiee links 
.n{udu^vdv) = d{^), 
r edits aber 

da ja r = ]^M- 1/ ist. Die Integration liefert 
33) I^^^^^ir)^!^, 

wobei das unbestimmte Integrale 

31) /«>•)<*•• = fM 

gesetzt und die willkurlicbe Constants h beigefegt wurde, 
damit der Integrations constante des unbestimmten Inte- 
grales ein beliebiger, moglichst einfachzuwahlenderapecieller 
Wertli ertheilt werden kann. 

Die Ableitung tp' {r) von y(r) ist also gleich /(}■). 

Eine zweite Integralgleichung (d. h. Gleicbung mit einer 
willkiirlicben Integrationaconstante) gewinnen wir, wenn wir 
die erate der Gleicbungen 32) mit — y, die zweite mit -f x 
multipliciren und dann wieder beide addiren. Dadurch folgt: 
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Da m nicht verschwinden kaan, ao muss dec Ausdruck in 
derKlaniineryerscWinden. Derselbe iat aber der Differential- 
quotient nach der Zeit you 





-t-»- 


Es liefert daher dit 


i Integration 


35) 


dy d: 



wobei k eine nene aus den Anfangabedingungen zu bestim- 
mende Integrationsconstante ist. 

Ee empfiehlt sich nun, )■ und den Winkel & der vom 
Pankte aus gezogenen Geraden r mit der positiven Ab- 
3 Polar coor din aten einzufilhren. Dann wjrd: 



X ^r COS & , 2/ = r sin i9-. 
Die Differentiation dieaer Gleichungen liefert: 



dy_ dx _ ^dS- 
^ di ^'dt ~^ 'di'' 
Die Gleicbungen 33) uad 35) verwandeln sich daher in: 

und 

37) ''iT = >=- 
Aus der letzten Gleichung folgt; 

38) ff''d-9- = kl. 

i atellt eine beliebige 2eit dar. Das Integrale bnka let 
iiber den Bogen der Babncurve zu erstrecken, der ■wahrend 
dieser Zeit durcblaufen wird und stellt bekanntlich die 
riaehe der dreieckartigen Figar dar, welche von jenem Bogen 
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und den beiden seine Kndpunkte mit dem Coordiuaten- 
anfaogspunkte verbindenden Geraden begrenzt wb-d. Man 
kann sie die wabrend der Zeit t Tom Leitstrable *■ durcb- 
stricbene Flacbe nennen. Die Gleichung 38) besagt, dass 
ihr Flacheninbalt der Zeit proportional iet, wabrend welclier 
er durehstricben wird. Eliminirt man d&jdt aua den 
Gleichungen 36) und 37), so folgt: 

„„, dt = - 



i wieder nach 37): 



Wenn wir f{r) = ~ ar setzen, wobei a eine Constante 
ist, wenn also auf den materiellen Punkt eine dem Leit- 
strable r direct proportionale Auziehung wirkt, so erbalten 
wir wieder den speciellen Fall, der sich aus den scbon be- 
handelten GleichuEgen 24) ergiebt, wenn man darin x — 
und a^, = «22 — "■ setzt und wir wollen natiirlich nicbt die 
uns scbon bekannten Iteaaltate nocbmals aus den Gleichungen 
dieses Paragrapben ableiten. 

§ 21. Centralbewegung nach dem Sewton'achen 
Gravitations ge setze , 

Es sei nun die Centralkraft eine dem Quadrate vou f 
Yerkebrt proportionale Anziehungskraft. Wenn wir den Pro- 
portionalitatsfactor mit Xm bezeichnen, wo I eine Constante 
ist, so ist also dann 

Da wir in Formel 34) den bequematen Wertb fur die Inte- 
grationsconatante wablen kSnnen, so wollen wir <p[r) = 1 mjr 
setzen. Dann liefert die Gleicbung 40) 
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Setzen wir 
80 erhalten wir 



]/-*l- 



Wir wollen noch die positive Quadratwurzel aus 1 -| — r^^ 

mit « bezeichnen, so dasa 

41) 1 - s^ --^ - .-*J 

wird. l^emer ertheilen wir der zu &■ hinziitretenden Inte- 
grationaconstanten den Werth Null. Dann liefert die Inte- 
gration 

Fiir i9- = hat r eeinen kleinsten Werth. Die getroffene 
Wahl der zu f^ hinzutret«nden Integrationsconstante hat also 
die Bedeotung, dass wir die vom Anziehungacentrnm nach 
dem Perihele, d.h. nach demjenigen Punkte derBahn, welcher 
dem A nziehunga centrum am naohsten liegt, gezogene G-erade 
zur poeitiven Absciseenaxe wahlen. Ich kann aus der ana- 
lytischen Geometrie als bekannt Torausseken, dass die Glei- 
chung 42) eine KegelechnittHnie darstelltj in deren einem 
Brennpunkte dor Coordinatenurspmng liegt, deren Excentri- 
citat s ist und deren Asen die Hichtung der beiden Coordi- 
natenaxen hahen, Dieselbe ist eine Hyperbel, wenn « > 1, 
also h positiv ist, eine Parabel, wenn « = 1, daher ft — 
jat, eine Ellipse, wenn e < 1 oder h negativ ist, ein Kreis 
fiir s = 0. Im letzteren Falle ist h gleich — y?\h^. Ist h 
negativ und hat einen grBsseren Absolutwerth, so ist keine 
Bahn mehr moglich. Dabei ist immer eine Anziehung, also "k 
positiv, Yorausgesetzt. 

In der That hat nach Gleichung 33) oder 36), falls h 
positiv ist, die Geschwindigkeit in unendlicher Entfemung noch 
den reeUen Werth + ")/&, falls ft = ist, nahert eie sich mit 
wachsender Entfemung der Grenze Null, falls ft negativ ist, 
■wird sie in unendUcher Entfemung imaginar. Ist endlich 
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fe = — l^jk^, ao sieht man leicht, dass die Anziehung gleich 
der der Kreiebahn entaprecbenden CentripetaLkraft ist. 

Ware die dem Quadrate der Entfernung verkehrt pro- 
portionale Kraft, eine abstoasende, so ware k negativ. Dann 
ware fiir reelle Werthe der Gescliwindigkeiten stets h positiv 
und daher e > 1, Die Bewegung wiirde also stets in eincr 
Hyperbel erfolgen, werm k von Null verscbiedeu let 

Wir woUen nur noch dem FaUe, dass s < 1 und A 
natiirlicb positiv ist, einige Betracbtungen widmen. Die 
Bahn ist dann eine Ellipse, deren groaae Halbaxe a das 
arithmetische Mittel des grossten and kleinsten Werthes von r 
[der Perihel- und Apheldistanz) ist. Es ist also; 

43) a = J 

Die kleine Halbaxe ist 



e=) ' 



V- h 
Sind die Anfangswertbe r^ und o,, von r und o und der 
Wiakel zwisohen beiden {r,,, 0^) gegeben, so finden sicli 
daraus die Constanten h nnd k durcb folgende GHeichungen: 

ft = 0^* , i = I'd Cn sin [r^, o^) . 

Um r und & als Functionen der Zeit zu finden, dient die 
Grleicbung 39), welcbe sich in unserem Falle auf 

44) dt=—^^£:= 



l/ftr= 

reducirt. Diese wird bekanntlicb integrirt, indem man einen 
Hulfswinkel u einfuhrt, welcber durcb die Gleichung 
45) r = a{l-~s cos u) 

definirt ist, u heisst die mittlere, ■& die wabre Anomalie. 
Der Wiabel u kann leicbt durcb Conatruction gefundon 
werden. 8ei die Bahnellipse gegeben, 0' ibx Mittelpunkt, 
O ibr Brennpunkt, OA ibre grosse Axe, M irgend ein Punkt 
derselben in der Entfernung r von mit der wabren Ano- 
malie S: Wir oonstruiren Fig. 3 den Kreis vom Radius a 
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und Mittelpunkte O urn die Ellipse herum. Die durch M 

auf OA gezogeae Senkrechte soil die auf deraelben Seite 
wie M liegende Halfte des 
Kreisea im Punkte iV treffen. 
Fecner sollen x und y die 
rechtwinkeligen Coordinaten 
Pttnktes M beziiglich 
Coordinatenaystema 
sein, dessen Ursprung in 0' 
liegt, desaen Absciasenaxe 
die Eichtung der grosaen, 

deasen Ordinatenaxe die Kichtung der kleinen Axe der 

Ellipse hat. Dann ist: 

Ferner ist 

!/' = '•'-(«-«< 
Die Subetitution dieses Werthea ¥oii y in die vorige Gleichung 
liefert 

r - a - e a; - a [1 -- £ cos (ff 0'^)] . 

Ea ist also NO' A der Winliel, den wir die mittlere Ano- 
malie dea Punktea M genannt und mit w be:4eiclinct haben. 
Aas der Gleicliiing 45) folgt 

rf r = a 6 sin ltd M , 
ferner folgt aua den Grleichungen 43) und 45) 

hr^ ^ — ?.a(l — s cos uf, h^ = al{l — s^), 
daher 

]/ft r^ + 2lr- k^ = s l/oT sin u . 
Nach Substitution aller dieaer Wertlie in die Grleichung 44) 
liefert die Integration: 



46) ' = /f<' 



wenn die Constante so beatimmt wird, dasa im Momente 

eiues Durcbgangs durch daa Peribel, alao fiir w = 0, t — iat. 

Wir aetzen voraus, dasa die Bahn gegeben ist. Wean 

gefragt wird, wann & eiiien gegebenen Werth hat, so hat 
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man zunachst z, B. durcli die geometrische Construction das 
diesem i^- entspreohende u and dann aus Gleichung 46) den 
enteprechenden Werth von t zu berechnen. Fragt man um- 
gekelirt, welchen "Werth bei gegebener Bahn & zu einer gc- 
gebenen Zeit hat, 80 muss man zuerst u aus der fiir m 
transcendonten Grleichung 46) finden {Kepler'sches Problem), 
Tind dann aus Gleichung 45) r und aus Gleichung 42) oder 
au3 der geometrisehen Construction & fiuden. 

§ 22. Die Centralkraft enthalt ein der dritten Fotenz der 
Entfemung verkehrt proportionalea Glied. 

Die bisher bebandelten F8.11e der Centralbewegung sind 
wohl die einzigen, welehe beobachteten Naturyorggngen eut- 
sprechen. Hertz hat dem Bilde der Natur, dessen Dar- 
stellnng im vorliegenden Buche wieder versucht wurde, den 
Vorwurf gemacht, daas es zu weit aei, d. h. dasa es eiue 
unendlicbe Menge von speciellen Bildern enthalte, denen 
keine Thataachen entsprecben. Icb glaiibe, dass dieser Vor- 
wurf iiberhaupt acbwer zu vermeiden ist und jedenfalls auch 
Hertz' Mechanik trifft, da tou der unendlicben Menge von 
Bedingungsgleichungen oder verborgenen Bewegangen, welehe 
nach Hertz' Vorstellungea moglich sind, sicher auch nar 
ausserordentlich wenige auf wirklich beobachtbareFalle passen. 

Ja so lange die Aussicbt auf ein BUd, welches nicht 
mehr als die Tbatsachen giebt, noch so feme wie gegen- 
wartig ist, scheint es mir aogar wichtig, auch jenen 
specieUen Fallen der gegenwartig aussichtsrollsteQ Bilder, ■ 
welehe nicht bisher beobachteten Tbatsachen entsprecben, 
einige Aufmerksamkeit zu schenken. Sie konnen erstens in 
Zukunft eimnal zur Darstellung beobachteter Tbatsachen 
sich eignen und zweitens erhalten wir erst durch das Stadium 
aller moglicben WaMe auch eine bessere Uebersicht iiber den 
inneren Zusammenhang jener specieUen Falle, die uns sebon 
jetzt niitzHeb sind. 

In den bisher betrachteten Fallen der Centralbewegung 
kommen nun zufallig nur ganz wenige speeielle Bahnformen 
Yor, welehe keineswegs eine Vorstellung von dem allgemeinen 
Charakter alter bei der Centralbewegung miiglichen Bahn- 
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formen gebt-a b-eiide unter den Bahnformen, die uns noch 
nicht untei ^ekommen sind, befmden sich aber solohe, aiidenen 
eimge allgememe Satze zuni eiiifaclisten Auadrucke kommen, 
die beivecwickelteien, praktiisch nicM unwichtigen Problemen, 
z B dem Dieikoipeiprobleme, eme i^esentliche Rolle spielen. 
Deshalb wollen wir m Kurze nocli so viele der iibrigen ein- 
fachsten Centi albtw egimgen betrai-liten, als notwendig sind, 
uiQ eine Uebersicht iiber den allgememen Charakter aller 
bei der Centralbewegimg moglichen Bahnfonneii za erlialtea. 
Wir wollen zunachst einen Satz ableiten, der uns hierbei 
niitzlich ist Die Centralkraft bestehe aus zwei Summanden. 
Der eine Theil f{r) sei eine beliebige Function der Ent- 
femung. Dazu komme noch eine Kraft majr^, welche der 
dritten Potenz der Entfernung verkebrt proportional ist und 
abstoesend oder anzieheud wirkt, je nacbdem die Constante a 
positiv oder negativ iet. cp{r) sei die Function, welche zu 
f{r) in dem. durch die Gleichung 34) angegebenen Ver- 
baltniase stebt. Die der jetet betrachteten Centralkraft 
f{r) + malr^ entsprecliende Function qp{r) hat also den Werth 
(p(r)~mal2r^. Daher verwandelt sich die Gleichuag 40) 
fUr diese Centralbewegong in die foigende 

4,9^ — -^ 



3 f(r) 



+ fe - ^^. 



Wir ■wollen diese Centralbewegung rait einer aweiten ver- 
gleichen, bei welcher die Centralkraft bios gleich f{r) ist, 
h denselben Werth, k aber den Werth ig = ]/fc^+ffl bat. 
Wir beaeichnen filr heide Centralbewegungen den zu einem 
gleichen ein fiir allemal gegebenon Werthe r^ des r ge- 
horigen Werth Ton & mit Null; den zu irgend einem an- 
deren Werthe des r gehorigen Werth von & bezeicbnen wir 
far die erste Ceatralbewegung mit &, flir die zweite mit i^-^. 
Die Gleichung, welche der Gieichung 40) fiir die zweite 
Centralbewegung entspricht, konnen wir dann leicht in die 
Form bringen: 

«) i i», l/^- -1 = , ^'' ~ ^~ ■ 
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Es ist also bei der zweiten Centralbewegung •^'oI/ttt — 
dieselbe Function von r, wie filr die erste &. Ist uns die 
Bahn der zweiten Centralbewegung bekannt, so iinden ■wir 
daraus die der ersten, indem wir jedem r, zu. dem bei der 
zweiten Centralbewegung der Wiokel &^ gebort, einen 

-facheu Polarwinkel zutheilen. Der zeitlicbe 



Verlauf der Centralbewegung ergiebt sicli dann immer sofort 
aus dem Flacheneatze. 

Erstes Beispiel, Sei f[r) = 0. Dann geschieht die zweite 
Centralbewegung in einer Geraden MTV. OP = r^ sei deren 
kiSrzester Abstand von 0, A sei irgend ein Punkt der Geraden. 
Dann ist ^ P der mit i9-g bezeichnete Winkel und man hat 
48) OA = r = r^jmfi>%. 

Wenn a positiv iat, bo geschieht die erste Centralbewegung 
unter dem Einilusse einer der dritten Potenz der Entfernung 
verkebrt proportionalen Abstosaung. Dann ist x < 1. Wir 
iinden also die Bahn, indem wir die Lange des Leit- 




strahles OA jedes Punktes A der Geraden UN unverandert 
lassen, aber den Winkel AOP= ^^^ jedesmal im Verhalt- 
nisse 1 : x verkleinern. Ihre Form iat in Fig. 4 dargestellt, 
sie hat zwei Asymptoten, von denen jede mit der Perihel- 
distanz OP den Winkel \xti bildet und den Ahatand xr^ 
vom Anziehungscentrum hat. 

Ist a negativ, so geschieht die erste Centralbewegung 
unter dem Einflusse einer der dritten Potenz der Ent- 
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[Gl. 48. 



feroung verliehrt proportionalen Anziehnng und es wird 
X > i. Es ist danii der Winkel AOP im Verhaltnisse 
1 :x zu vergriiasern. Falls — a < 3A*/4 ist, so ist x < 2, 
der Winkei einer Asymptote mit der Periheldistanz ist dann 
< 71, die Balm hat die in Fig. 5 dargesteUte Gestalt. Ist 
— a gieich 3k^ji, so ist j( = 2. Die beiden Aeymptoten 
sind der von nach P gezogenen Geraden (der Perihel- 
distanz) parallel, aber entgegengesetzt geriohtet und haben 
jede die Entfernung 2rg vom An ziehungs centrum (Fig. 6). 
Liegt — a zwischen 3 k^ji und k^, so schlingt sich die Bahn 




spiraUg um das Anziehungscentrum (Figg. ^ und 8) und ( 
Anzahl der Windungen der Spiraie niramt immer mebr zu, 
je nSlier aicb die GrSssen — a und k^ kommen. Fllr ~-a = k^ 
gescbieht die Bewegung in einer hyperbolischen Spirale, oder 
der (stets inatabilen) Ki'eisbahn. Ist — a noch grosser, ao 

setzen wir 1 / p- = — ; . Die directe Integration der 

Gleichung 40) liefert fiir negative h 



Es ist also OF— r,, jetzt der grosste Werth des r und 
die Bahn beateht aus zwei zu OP symmetrischen Zweigen, 
deren jeder eine Spirsde ist, die aich dem Coordinaten- 
ursprmige in unendlich vielen Windungen asymptotisch 
nahert (Fig. 9), Fiir ft = ist die Bahii eine logarithmische 
Spirale, fiir positive h eine vom Anziehungscentrum bis ins 
Unendliche reichende Spirale mit der Gleichung 
)■(«"'* — 6-"''') ^ const. 
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Wir seteten bieher in Formel 47} f{r) = (p (r) = 0. Wir 
erhalten ein zweites Beispiel, welches uns einige neue Bahn- 
typen kennen lelirt, wenn wir in dieser Formel 



/(■■) . 



dalier rf {r) 



setzen. Die zweite Centralbewegung wird dann mit der 
Planetenbewegung nach dem Newton'schen GraYitations- 
gesetze identiech, die erste geschieht unter dem Einflusse 
einer Kraft, weiche aas einem dem Quadrate und einem 






Fig. 12. 



Pig. la. 



der dritten Potenz der Entfernung verkelirt proportionaleu 
Summanden besteht. Wir linden also fiir eine aolche Kraft 
die Baiin, indem wir in den Planetenbahnen den zu jedem r 
gebBrigen Polarwinkel mit x mnltipHciren. Die Bahnen, 
weiche dadarch aus der parabolischen und den hyperboHschen 
entatelien, aowie diejenigen, weiche man fiir imaginare x 
erMlt, hahen ganz den Typns einer der Figuren 4 bis 9. 

AuB den elliptischen Bahnen aber entstehen eigen- 
thiimliche aternformige geschloesene oder ungeschlossene 
Bahnen, weiche, je nachdem x von einem sehr kleinen his 
zii einem sehr groaaen Werthe variirt, den Typus der 
Fignren 10 bis 13 haben. 1st die Bahn ungeschlossen, sq 
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kommt das Bewegliche wie ^ir es ^choD bei den Liseiious - 
schen Figuren als moglich erkannten ■ft ilirend genilgen 1 
lauger Zeit ledem Punkte, der m emem von zwei concen 
trischeii Kieieen begrenztem Stiteke der Ebene liegt bekebig 
nahe. Die Bihngleichung giebt uns diher nicht fur lede 
Abscisse des Be\\eglichen erne emzigc odei eme endhche 
Anzahl moglicliei Oidmaten, aondem blo8 m jedem Punkte 
die EichtuQg und G-eschwindigkeit der Weiterbewegung. 

§ 23. DiacussloD der mogliohen Bahntypen. 

Wir wollen iioch einige allgemeine Betracktungen an- 
stellen, um uns zu uberzeugen, welche Bahntypen aueser 
denen, die wir bisher zufallig keanen gelernt haben, nocli 
mBglJcb aind. Wir wollen uns mit dem leicht zu beban- 
delnden Falle, dass k = d, also die Balm eine Gerade iat, 
nicht befasaen. 

Setzen wir 
49) ^(r)-±f{r) + h-^, 

SO erhalten wir: 

60) (4^)"-'/'M; (U-j'-^fH- 

f(r) kann beliebige poaitive oder negative Werthe einschliess- 
lich Null baben, aoll aber zwischen r = und r = oo ein- 
deutig, endlich und continuirlicb bleiben. Da wir in der 
Physik unendlicbe Krafte nicht zulaasen, ao aoUten wir in 
dieae Bedingung die Werthe r = und »■ = co einschlieasen. 
Doch wollen wir theila der allgemeinen Uebersicht, theils 
gewiaaer beliehter Kraftgeaetze wegen ein unendhches An- 
wachsen der Kraft fiir r = und r — <xi zulaasen. Unter 
diesen Annahmen aind auch ^{r) iind i^(r) exclusive der 
Grenzen zwischen r — und ?■ = co eindeutig, endlicb und 
continuirlicb. 

Aus den Gleichungen 50) folgt, dasa, wenn das Kraft- 
gesetz und die Werthe der Conatanten h und k gegebeu 
aind, nur solche Werthe von r in reellen Bahnen vor- 
kommen kSnnen, fiir welcbe '^i{r) nicht negativ iat. An- 
dererseita wird man in jedem Punkte A, fiir welchen tp(r) 
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positiv ist, einen positiven mid einen gleiohen negativen Werth 
fiir drjdd- finden kiinnen, welcher unseren Grleichimgen ge- 
niigt. Durch jeden Boiolien Ptinkt werden also awei mogliche 
Bahnen gehen, die librigens Yollkommen congruent und 
Spiegelbilder beziiglich der Geraden O A sind. Durdi jedeu 
anderen Punkt B, der sich in der gleichen Entfernung Ton 
befindet, gehen bei dem gleichen Kraftgesetze zwei congruente, 
gleichen Wertben von h und k eutsprechende Bahnen, die lun 
den Winkel BOA gegen die durch A gehenden Bahnen ge- 
dreht sind, Wir woilen aUe dieae Bahnen, da sie unterein- 
ander congruent sind, als eiue eiozige Balinform bezeichnen. 
"Wenn i// (r) fiir sehr kleine r positiv und fur r = 
noch positiv oder gleich Null ist, so endet eine Bahnform 
in 0. ip (0) kann natiirhcb nur Null oder positiv sein, wenn 
9> [r) mit abnehmendem r unendhch gross von der Ordnung 
1/r* oder noch hoherer, daber die Kraft f(r) von der Ord- 
nung 1/r' oder hoherer unendhch wird. Fiir kein anderes 
Kraftgeaeti; kann daa Bewegliche nach O gelangen, ohne 
dasa fc = ist. Die Zeit t, welche vergeht, bis r von einem 
Meinen Werthe s bis Null abnimmt oder umgekehrt und der 
gesanunte Winkel a, um welcben sieb dabei der Leitstrahl r 
dreht, sind gegeben durch 



51) 



52) 




^ ^ kdr 



a nimmt daher mit abnehmendem e ab, wenn r"|/(p(r) mit 
abnehmendem r von hoherer Ordnung imendlicb wird als 

I [— j . U (— ) . Ill [— j . . . , wobei I der nattirliche Logarithmus, 

II der natiirliche Logarithmus des nattirhchen Logarith- 
mus ete. ist. Sonst wird a unendUch und die Bahn um- 
windet denPankt in unendlich vielen Windungen, Die dazu 
erforderhche Zeit konnte nur unendhch werden, wenn 2r^^(r) 
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fUr Heine r von mft^— mhr^ nm kleines von hoherer Ord- 
mmg als r*u— n — .. verschieden ware. 

Ebenso reicht eine Bahn in unendliche Entfernung, 
wenn ■»// (r) fiir r = co positiv ist oder YOn cinem poaitiven 
Werth aus sich der Grenze Null nahert, was fiir die pliyai- 
kalisch eigentlich allein wichtigen Falle, dass 91(00) ver- 
sehwindet, nur fur positive h, oder wenn y(r) fiir grosse r 
positiv ist, audi fiir ft = eintreten kann. Ob der Leit- 
strahl r dabei eiuen endlichen Winkel beachreibt oder un- 
endlich viele Uolaufe macht, sowie ob das Beweglicbe eine 
beliebig grosse Entfernung in endlicher oder erst imend- 
licher Zeit erreicht, hangt wieder von dem leicht zu disca- 
tirendem Wertbe zweier bestimmter Integrale ab, ■welche 
sonst genau mit den bestimmten Integralen 51) und 52) 
ubereinstimmen ; nur dass ilire untere Grenze sehr gross, 
ihre obere unendlicli ist. 

Da i/i{»-) continuirlicb ist, so kann es von einem posi- 
tiven zu einem negativen Werth nur durcb den Wertb Null 
tlbergehen. Wir wolleu bei gegebenem Kraftgesetze die 
verschiedenen, einem gegebenen Wertbepaare von h und k 
entsprecbenden Bahnen untersucben. Fiir ihre Anzahl ist 
die Anzahl der positivea Wurzeln der Gleicbung 
63) ,/,« - 

maassgebend. Wir eetzen zunachst voraus, daas fiir das ge- 
gebene Wertbepaar von h und k die obige Sleicbung 53) 
keine gleichen positiven Wurzeln hat, dass also ftir keinen 
positiven Werth des r, der sie befriedigt, aucb ip'if^ = isi 
Dann wird fiir jede positive Wurzel r^ der Gleichung 53) 
■\p (r) mit wacbsendem r entweder von einem negativen Werth 
zu einem positiven oder mngekebrt iibergehen. Wir nennen 
die Wurzel r = r^ im ersten Falle eine steigonde, im zweiten 
Falle eine sinkende. Fiir jede solcbe Wurzel ist drjd-0- = 0. 
Zwiscben jeder sinkenden und der niicbat grosseren 
steigenden Wurzel ist ■^i[r) negativ, daher keine Bahn mBglich. 
ZwJscben einer steigenden und der nachst grosseren sinken- 
den ist immer eine Bahnform moglich, deren Periheldistanz 
die steigende, deren Apheldistanz die sinkende Wurzel ist 



y Google 



G1.58.] n. §23. Bahutypen. 81 

GrBsser kann r in dieser Bahn nicht werden. Die Bahn 
muss sich daher nach dem Aphel in einem Zweige fort- 
setzen, der wieder zum Perihel zurilctkehrt und wegen des 
gleichen Baues der Dift'erentialgleichnng niit dem vor dem 
Aphel liegenden Theil congruent ist. Dasselbe gilt von jedem 
Periliel. 

In dem aogenommenen Falle, dass »■„ keine doppelte 
Wurzel der Gleichung 53) ist, kann r nur eine sehr kurze 
Zeit hinduroh sehr nahe gleich r^ sein, der auch wegen dea 
Flachensatzea nur eine sehr kleine Aenderung von i9- ent- 
spricht. Dies lehrt die in bekannter Weise auszufiihrende 
Diacussion der Differentialgleichung fur den FaU, dass r 
nahe gleich r^ ist. Ich ftihre hier dieae Discussion nur bei- 
laufig aus. 8ei r zwr Zeit t^ gleich r„, was eine eteigende ein- 
fache Wurzel der Gleichung 53) aei. 2ur Zeit i^ + z aber 
sei r = r^ -{- Q. Setzt man ]/i/>' (rj = 2 a, so reducirt sich 
die erate der Differentialgleichungen 50) fur kleine q auf 



i|=y^(,. + f) = 2ay7, 



woraus folgt (i = a^t*. So lange p sehr klein iat, wird also 
immer r w^hrend einer sehr kurzen Zeit von r^ bis \ + (> 
wachsen. Dasselbe gilt auch flir eine sehr kleine Abnahme 
des i» im Aphel. 

Da nach dem Flachenaatze d^jdt sein Zeichen nicht 
wechselt und nur in unendlicher Entfernung Null werden 
kann, so kann die Tangents zur Balin niemals durch den 
Co or dinatenur sprung O gehen. Daa Bewegliche muss viel- 
mehr den Punkt immer im einen oder anderen Sinne 
umkreisen. Wir erhalten daher stets geschlossene oder 
ungeachlossene Bahnen von dem Typus der Figurea 10 
bis 13, von denen eUipsenartige Bahnen ein specieller Fall 
sind, wobei zu bemerken ist, dass der Xrummungshalb- 
messer der Bahn unendlich wird, wo fif) = ist, da- 
gegen iat die Bahn nach derjenigen Seite der Tangente, 
auf welcher Hegt, concav oder convex, wenn fi^) negativ 
oder positiv ist. Man sieht diea ein, wenn man f{r) in die 
Tangentialkraft und in die nac}i dem Kriimmungsmittel- 
punkte der Bahn hin gerichtete Centripetalkraft zerlegt. 
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Zwischen dem Perihel und Aphel kairn natiirlich mogliclier 
Weise die eine und die andere KriimmuEig Ofters wechseln. 
In Figg. 5 bis 9 ist die KrUmmung immer gegen O gerichtet, 
in Figg. 10 imd 11 -wecliBelt eie zwischen Perihel uud Aphel 
einmal. 

let 1/j {r) fiir sehr kleine Werthe von r positJT, so muss 
die kleinate poeitive Wurzel der Grleichung 53), wenu diese 
liberhaupt positive Wurzehi hat, eine sinkende sein. Dann 
giebt es eine im Coordinatemirsprunge endende Bahn, deren 
Aphel diese kleinste Wurzel ist, welche aber ins Unend- 
liche geht, wenn keine positive "Wurzel esiatirt. Im ersten 
Falle theilt der nach dem Aphel gezogene Leitstrahl natiir- 
lich die Bahn wieder in zwei Aeste, die Spiegelbilder be- 
zttglich des Leitstcahles aind. 

Ist ip(r) fur sehr groase r positiv, so ist, falls die 
G-leichung 53) uberhaupt positive Warzeln hat, die gr5ssto 
deraelben eine steigende und gleich der Periheldistanz der 
sich ins Unendliche erstreckenden Bahn, welche auch wieder 
durch den nach dem Perihel gezogenen Leitatrahl in zwei 
Aeste getheilt wird, die beziiglich des Leitstrahles Spiegel- 
bilder Bind. Die im Anziehungsceatrum endenden oder ins 
TJnendhche gehenden Bahnen hahen den Typus der Figuren 9 
oder 4 bis 8, wobei jedoch natiirlich auch wieder "EinwSrts- 
und Ausw&rtskrilnunung wechseln kann. Eei den erateren 
Bahnen kann natiirlich die Anzahi der Windungen um den 
Coordinatenuraprung auch behebig gering sein. 

Hat die Gleichung 53) gar keine poaitive Wurzel, so 
kann i// (r) von »■ = bis r = oo sein Zeichen nicht wechseln, 
Ist dieses Zeichen negatiY, ao ist uberhaupt keine Bahn 
mSglich, ist es positiv, so erstreckt sich die einzig mogliche 
Bahnform vom Anziehungscentrum bis ins Unendliche. Es 
iat dies der einzige Fall, wo ausser dem Anziehungsceutnira 
und dem unendlich entfemten Punkte kein Perihel oder 
Aphel existirt, wo also nicht jede Bahn aelhst ana zwei con- 
gruenten Aesten besteht, die Spiegelbilder zu einander sind, 
sondem dieae beiden Spiegelbilder als zwei verschiedene 
Bahnformen betrachtet werden konnen, da sie sich nur im 
Unendlichen oder im Anziehungscentrum treffen. 
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§ 24, Bahnen, welche aich der KreiBbahn asymptotisch 

nahern oder sie osculiren, 

Es ist noch der Fall zu betrachten, dass fiir gewisse 

Werthepaare von h nnd h, x.Ji.h — h^, k =■ k^ die G-leichung 53) 

zwei gleicbe Wurzeln r = r^ beaitzt. Dann ist gleicbzeitig 

■ip [r^ — T/f'()-J = 0, also: 

54) ^''W + "^ = *^- 

"Wegen der ersten der Gleichungen 50) ist drjdi = 0, daher 



gleich der gesammten G-esohwindigbeit c. Aus G-leichung 54) 
folgt daher: 

/(•■)--»•«"/>■■ 

Die Centralkraft ist anziehend und gleich der der Kreis- 
beweguflg entsprecbendon Centripetaikraft. Da fur r == r^ 
die Gleicbung drld-d- = beatebt, so kann die Bewegung 
fortwabrend im Kreiae erfolgen. 

Es soil zunaclist ip" (r^) negativ sein. Dies tritt wegen 
ly'frj) = ein, wenn flir r = rj 

negativ ist, also f{r) in der unmittelbaren Umgebung des 
Werthes r = r^ mit wacbsendem r ab- oder weniger rasch 
zanimmt, als die rait einer Constanten multipbcirte reciproke 
dritte Potenz von r. Dann liegt far das gegebene Wertbepaar 
von Ji und h zu beiden Seiten des Kreises r = r^ ein Ge- 
biet, wo keine Centralbewegung mBglicb ist. StSrt man die 
Bahn sehr wenig, d. b. ver^ndert man die Werthe von h 
tind k sehr wenig, so muss daber die Babn immer der Kreis- 
bewegung unendlicb nahe bleiben, -man sagt, die Kreis- 
bewegung iat eine etabile ^abn . 

Ist dagegeni/;"(j-^) positiv, d.h.w^cbst die Kraft in der un- 
mittelbaren TJmgebung des Werthes r = i\ mit wacbsendem i- 
rascher als die toit einer Constanten mnltiplicirte reciproke 
dritte Potenz von r, so liegt filr das in Frage 
Wertbepaar von h und h zu beiden Seiten des Kreises r 
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eJE G-ebiet, wo dorch jeden Pankt zwei Bahnen (beide natUr- 
Uch Spiegelbilder voneinander) gelien. Wenn also wieder o 
eine kleine positive oder negative GrSsse ist, so gelien dorch 
jeden Punkt, der die Entfernung f"! + f vom AnKiehungs- 
centrum hat, zwei derarfige Bahnen hindurch, fiir welche 
k und k dieselben Werthe, wie fllr die Bewegung im Kreise 
r = ?'j hahen. 

Der Typus dieser Bahnen wird durch Discussion der 
Differentialgleichung fiir den Fall, dass nahe r = r^ ist, 
gefiinden. Wir woUen in die erate der G-leichungen 50) 
r = r^ + p setzen nnd ohne iins in eine detaillirte Analyse 
der Ereihenontwiclielung einzulassen, durch welche die folgen- 
den Besultate exact hegriindet werden konnen, alle Glieder 
bis auf die der niedrigsten Ordnung weglassen, "Wenn wir 
den reciproken Werth der Srosse \fp"{rj) mit 6^ bezeiohneu, 
so erhalten wir dann: 

vfobei I den naturlichen Logarithmus , q^ den Werth des q 
zur Zeit t^ bedeutet. Es ist aJao sowohl die Zeit, welche 
vergeht, bis {> einen endlichen Werth annimmt, als auch 
die, welche vergeht, bis p exact gleich Null wird, also die 
Eewegung exact mit der Kreisbewegung identisch wird, un- 
endlich. Man konnte daher sagen, dass fiir das gegebene 
Werthepaaj' von A und k in der unmittelbaren TJmgebung 
des Werthes r ~ ?\ drei Arten von Centralbewegungen mog- 
Kch Bind, die exact im Kreise r^r^, eine zweite ausser- 
halb, die sich, wenn sie von aussen nach innen durchlaufen 
wird, in unendhch violen Windungen, deren Zurucklegung 
eine unendlich lange Zeit heansprucht, der Kreisbahn asym- 
ptotisch nahert, eine dritte, die eich ehenso von innen der 
Kreisbewegung asymptotisch nahert. AUe drei konnen 
natiirlich auch als eine einzige aufgefasst werden, in der das 
Bewegliche, wenn es sich z. B, von innen nach auesen be- 
wegt, aich znerst der Kreisbahn nahert, dann in dieser un- 
endlich lange verbleibt und sie dann erst in unendlich vielen 
Windungen nach aussen wieder verlasst. Da ea jetzt keiue 
Bahn giebt, die sehr nahe der Kreisbahn ein Perihel und 
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auch ein Aphel hat, so ist letztere inatabil, d. h. die kleinste 
Sterling bewirkt, dasa sioh das Eewegliche durch aelir lange 
Zeit immer mehr und achliesslich umEndliches yon ihr entfemt. 
Jede der im YOrigen Paragrapheii beachriebenen Eabnen 
kann daher statt dea Perihels oder Aphels oder auch statt 
beider sich einer Kreisbahn von aussen oder innen nahern. 
Wenn h und k nicht exact, aber sehr nahe gleich solchen 
Wertben h^ xmd k^ sind, fiir welche die Gleicliung 53) gleiche 
Wurzebi hat, so sind zwei Falle moglich: 

Fall 1 : k und k haben solche sehr nahe an k^ und k^ 
gelegene Werthe h^ und ^, dass -'/'(r^^) einea kleinea nega- 
tiyen Werth hat, wobei r^ wieder die flir h = \ und /c = fcj 
TOrhandeue doppelte Wurzel der Gleichaug 53) iat. Dann 
ist der Kreis r — r^ von einem sehr schmalen E,inge um- 
geben, innerhalb dessen keine Centralbewegung mit den 
Werthen h^ und li^ der Coustanten raoglich ist.^) Die inner- 
halb dieses Ringes hegenden Bahnen, bei denen die Con- 
stanten diese Werthe haben, werden daher, nachdem sie sich 
in vielen nalie kreisformigen Windungen dem Einge naherten, 
an dessen innerem Eande ihr Aphel haben. Ebenso haben 
die ausserhalb hegenden Bahnen nach vielen nalie kreis- 
formigen Windungen am Aussenrande des Binges ihr Perihel 
und das Bewegliche kann niemals von einer innerhalb des 
Binges hegenden zu einer ausserhalb Hegenden Bahn gelangen. 
Fall 2; h und k aoUen solche Werthe \ und k^ haben, 
welche ebenfalls von A^ und /Cj sehr wenig abweichcn, aber 
gerade im entgegengesetzten Sinne wie h^ und k^, so dass 'i/i(r) 
fiir keinen Werth von r gleich Null oder negativ wird, der sehr 
nahe an r^Uegt, EineBahn, welche mit den Werthen A3 und fe^ 
der Conatanten innerhalb des Kroiaes r = r^ beginnt, vnrd 
Bioh zwar anfangs auch diesem Kreise in sehr vielen Win- 
dungen nahem, daun aber ihn durchbrechen und nach noch- 
maliger Beschreibung sehr vieler dem Kreise sehr nahe 
liegender Windungen ihn nach aussen zu ganz verlassen. 
Wenn wir daher von demselben Ponkte innerhalb des 
Kreises r = r^ einmal eine Bahn mit den Werthen \ und k^, 

') Dieser Eing kano auch ganz inncrlialh oder ganz ausaerhalb 
des Rreisea, aber immer sehi nahe daran liegeo. 
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dann mit den Werthen \ und k^ derConstanten auagehen lassen, 
sowerden beideBahnen und auch die Be-wegungsgescliwiiidig- 
keitea in denselben anfangs nnr aehr wenig vcrachieden sein. 
Dann aber wird die erste Bahn in der unmittelbaren Nahe 
des Kreises r = r^ umkehren, die letzte dagegen wird diesen 
KreJs um endlichea ilberechreiten und dann total von der 
ersten Bahn yerschieden verlaufen. Aehnlicbes kann natur- 
lich auch beim Dreikorperproblem eintreten. Ein Erstaunen 
Merilber scheint mir kaum gerechtfertigt, da die Zeit der 
Bewegung, nacli weloher die beiden Bahnen weit yoneinander 
abweichen, eine enorm grosse iet. Nach einer enorm girossen 
Zeit aber weichen ja auch zwei ungescblossene Bahnen von 
dem in Figg. 10 bis 13 dargestelltea Typus in ihrer Lage, 
freilicii nicht in ihrer Form, um Kndliches voneinander ab, 
auch wenn sowohl sie, als auch die Bewegungsgeschwindig- 
keiten anfangs fast voUstandig iibGreinstimmten. 

Nicht wesentlich verschieden sind die Verhaltniase, wenn 
fiir r ~ r^ nebst ip selbst noch mehr Ableitungen als die 
erete verschwiuden und eine gerade Ableitung die erste 
ist, die nicht verschwindet Nur ist dann die Zeit, wahrend 
welcher r ~ r^^ von einem endlichen, bis zu einem gegebenen 
sehr kleinen Werih sinkt, von noch h5herer Ordnung gross, 
Wenn dagegen eine ungerade Ableitung die erste iet, welche 
nicht verachwindet, so nahem sich die Bahnen nur von einer 
Seite der Ereisbahn mit dem Eadius r^ asymptotlsch, wah- 
rend aof der anderen Seite fiir die in Eede stehenden Werthe 
Ton h und k keine Bahnen mSglich sind. Wenn alle Ab- 
leittingen verschwinden, so erhalten wir den schon discutirten 
Fall einer der dritten Poteuz der Entfernung verkehrt pro- 
portionaien Kraft. Bezijglich aller naheren Details muas auf 
die Originalabhandlungen verwiesen werden.^) 

Ich fugo noch einige Worte iiber den Fall bei, dass 

/H = - ^ + H' - ••,)' 

iat, wo 1 > y > ist. Dann iat die Kraft in der Nahe des 
Werthes r = r^ eine eindentige und continuirhche Function 

') Korteweg, Arch, neerl. Bd. 19; Boussinesq, Compt. vend. 
Bd. 84, p. 944. 
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■vonr, deiGn Ableitungrachrjedoohunendlichwird. In diesem 
Falle ist die Bahn durch die Beweguagsgleiehungen, die An- 
fangslage und GriSsse und Bichtung der Anfangsgescliwindig- 
keit rdcht immer eindeutig tiestimmt, da das Bewegliche fur 
diejenigen Werthe der iDtegrationsconstanten, filr welche 
■)p{r^) — ip'lf^) = ist, aich sowolil im Kreise mit dem Radius r^, 
als aueh in einer anderen Balin, die diesen Kreis osculirt, 
bewegen kann, und zwar erreicht das Bewegliche auf dei' 
letzteren Bahn in endlichor Zeit eiiie von der Kreisbahn 
um Endlichea abstebende Stelle, wie man sehr leicht findet, 
wenn man »■ = j'j + c aetzt, wie iriiher nach Potenzen yon p 
entwickelt und die Zeit sncht, wahrend welcher q von Null 
bia zu einem kleinen endlicben Werthe w^chst. 

Deshalb nehmen wir immer an, dass der Quotient des 
Zuwachses der Entfernung in den entsprechenden Zuwacka 
der Kraft nicht unendlich werden kann. Dann sind nach 
der Theorie der Differentialgleichungen Mehrdeutigkeiten 
innerhalb endlicher Zeit ausgeschlossen.^) In den fruher be- 
trachteten Fallen der Batmen, die sich der Kreisbahn asym- 
ptotisoh nahern, hatte das Bewegliche zwar audi, wenn ea 
anfangs auf der Kreiabahn war, gewissermaassen die Wahl 
auf dieser zu bleiben oder die sich ihr asjmptotiach na,henide 
einzuschlagen. Dieae Wahl wurde aber dadurch illusorisch, 
dass sich die Bewegung im letzteren Falle erat nach unend- 
lich langer Zeit von der im erstcren Falle unteracheidet. 



III. AUgemeiaelntegrale derBewegun^gleicMngen. 

§ 25 Bewegung zweier beweghcher materieller Punkte 

untei dem Einflusse emer Centrikraft. 

Wir hetiacbten nun als emfaches Beiapiel den Fall, 

dass aich nur zwei matenelle Punkte mit den Masaen m^ 

und m^. zwischen denen eme Centrikraft f{r) thatig ist, in 

emei Ebene bewegen ff{i)(li- mit einer bestimmten, in 



I Wipn bitzbei lOf, S 12, 7 Januav 1897. 
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88 III. §25. Bewegung zweier Punkte. [Gl. 55-57. 

einfachster Weise gewahlten Constanto werde wieder mit 
(j> (r) bezeiohnet. r eei die Entferuuug der beiden icateriellen 
Punkte, ci\, y^, x^, y^ deren reehtwinkelige Coordinaten zu 
irgend einer Zeit t. Nach Gleichung 9) erhalt man dann 
die folgenden Grleiohungen : 

55) I 

Addiren wir von diesen Grleichungen je zwei libGreinander- 
stehende, 90 folgt; 

Wir woUen nun die gerade Verbindungslinie der beiden 
materiellen Punkte zu jeder Zeit durch einen Punkt S in 
zwei Stiloke theilen, die sich verkebrt wie die ihnen an- 
liegenden Maasen verhalten. Der Punkt S, den wir den 
Schwerpunkt des von beiden Massen gebildeten Systems oder 
kurzer den Schwerpunkt der beiden Massen nennen, hat 
dann zu jeder Zeit eine bestimmte Lage, die sich continuir- 
lich mit der Zeit verandert und man kanu von seiner Be- 
wegung wie von der eines materiellen Punktes sprecben. 
Fiir die Coordinaten des Scbwerpunktes zur Zeit i iindet 
man durch eine einfache Eechnung die Werthe 

Wenn beide Maasen gleich sind, so liegt also der Schwer- 
punkt gerade in der Mitte zwischen beiden und seine Ab- 
scisse ist das arithmetische Mittel ihrer Ahacissen und 
gleiches gilt fur die ^/-Coordinate. Ist d igegL,n erne Masse 
grosser, so riickt ihr der Schwerpunkt um io naher, je 
grosser sie ist. Die Gleichungen 56) leduciien sich daher, 
da wir die Massen als ein fur allemaJ constant betraehten, 
auf d^^jdi^ = tPijjdt^ =^ 0. Der Schwerpunkt bewegt sich 
daher gleichfiirmig in einer GEeraden mit der Geschwindig- 
keit, die er zu Anfang hatte fort, genau so wie ein mate- 
rieller Punkt, auf den gar keine Krafts wirken. 
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Es handelt sich nur noch darum, die relative Bewegung 
der beiden raaterieUen Paiikte relativ gegen deu Sehwer- 
punkt zu iinden, "Wir wollen lieber die relative Bewegung 
der einen Masse m^ gegen die andere m^ aufsuclien. Durch 
diese ist una dairn die Eichtung und Lange der Verbiuduags- 
linie der Massen zu jeder Zeifc gegeben. Da wir auch die 
Lage des Scbwerpunktes zu jeder Zeit Icennen, und wissen 
in ■welchem Verhaltnisae derselbe diese Verbindungslinie 
theilt, so kiinnen wir dann unmittelbar die Lage jeder der 
Massen zu jeder Zeit sofort finden. 

Wir wollen ein zweites Coordinatensystem benutzen, 
dessen Axen immer denen des crsten parallel bleiben, aber 
sich parallel za Bicli eelbst so im Eaume bewegen, dass ihr 
Coordinatenanfangspunkt immer mit der augenblicklicheu 
Lage des materielleii Punktes m^ zusammenfaUt. Die Coordi- 
naten der Masse m^ zur Zeit i beziiglicb dieses zweiten 
Co or dinaten systems bezeichnen wir mit x, y ohne Index. 
Dann ist; 

Dividirt man die erste Qleicbung in der ersten Zeile der 
Gleichungen 55) duroh m^, subtrahirt davon die damnter 
etehende Gleichung, nachdem man letztere durch m^ dividirt 
hat und setzt noch 

"*' '" — = m Oder - - = — + — , 
SO erhalt man; 

dfi '<'! r 
Ebenso erhalt man, wenn man in der ersten Zeile der 
Gleichungen 55) die zweite Gleiohung durch m^ dividirt 
und davon die durch m^ dividirte, unmittelbar darunter 
stehende Gleichung subtrahirt: 

Diese und die vorhergehende Gleichung stimmen voU- 
komraen mit den Gleichungen 32) iiberein. Die relative Be- 
wegung des materiellen Punktes m^ gegen den Punkt m^, 
worunter wir nichts anderes verstehen, als die Art der Ver- 
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anderung der Coordinaten x, y des ersten materiellen Punktes 
bezuglich des zweiten Coordinatensystems, deaaen Asen aich 
immer parallel bleiben und immer durch den zweiten mate- 
riellen Punkt gehen, geschieht also genau nacb den Geaetzen, 
welche wir fiir die Centralbewegung urn ein fixes Centrum 
kennen gelemt baben. ,'G-enauer geaprochen so, ala ob der 
zweite materielle Punkt unveranderlich im Eaume festgehalten 
wiirde und dieselbe Centrikraft f{r) auf den ersten ansilbte, 
der aber nicbt die Masse m^, sondern die mit m bezeich- 
neten Massen haben miiaste/'ale ob fenier der erste mate- 
rielle Punkt zu Anfang genau diejenige Grescbwindigkeit und 
Geschwindigkeitariclitung gebabt hatte, welche er in Wirk- 
lichkeit relativ gegen das zweite Coor din atensy stem batte, 
d. k. als ob seine Gescbwiudigkeitscomponenten in den 
Coordinatenricbtungen zu Anfang der Zeit gleich 

gcwesen wiiren. Da wir die Gesctze der Centralbewegung 
um ein fixes Centrum bereits kennen gelernt haben, ao er- 
sparen wir durch die angefiihrten Satze fiir die AuflSsung 
des in diesem Paragraphen gestellten Problems jede neue 
Rechnung. Diese Bewegung in der icy-Ebene (der Bahn- 
ebene) wird natiirlich nicht gestort, wenn beide materielle 
Punkte dazu noch die gleiche Gesohwindigkeit senkrecbt au 
dieser Ebene haben. 

§ 26. Das Energieprineip. 
Wir kehren nun zur Betracbtung beliebiger materieller 
Punkte zurijck. Wir bezeichnen die Coordinaten irgend eines 
(des Aten) deraelben zur Zeit t mit X/^, y^, «^, die geaammte 
Gesohwindigkeit desselben mit c^, die Componenfcen der ge- 
sammten Kraft, welche auf ihn wirkt, in den Coordinaten- 
ricbtungen mit X^, r^, 2^. Die allgemeinen Gleichungen 13) 
schreiben sich dann in der Form 

h=\, 2....ra. 
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Letzterer Zusate hat liier wie spater immer die Becleutung, 
dass die Oleichungen immer richtig sind, -welchen zwischen 
1 and n incl. liegenden ganzen Zableuwertb man dem k 
auch ertheilen miige. Da 



2 dt dt dt^ "^ dt dt^ "*" dt dP 



ist, ao erhiilt man, indem man die erste der Grleichungen 58) 
mit dxjjdi, die zweite mit dy^jdt, die dritte mit dxjdt 
multiplicirt und dann alle fiir jeden zulaesigen Werth. von h 
so gebildeten G-leiohungen addirt: 

») 4?-2'>.-/f + ^»^+^.^)- 

Hierbei ist 

60) 3'=2"i'^;,^;.' 

die gesammte iebendige Kraft aller n materiellen Punkte, 
Die Integration liefert; 

Hierbei sind T^ und T^ die Werthe von T zu den beliebigen 
Zeiten t^ and („; die Integration ist iiber die ganze Be- 
■wegung wahrend der 2eit t^^ — t^ zn erstrecken. Ea ist also, 
wenn man wieder die Begriffe des § 16 einfuhrt, der Zu- 
wacbs der gesammten lebendigen Kraft des Systems wahrend 
einer beliebigen Zeit gleicb der gesammten Arbeit, welche 
alle" anf seine Punkte wirkenden Krafte wahrend dieser Zeit 
geleistet haben. Letztere ist poaitiv zu zahlen, wenn der Weg 
in die Eichtung der auf den betreffenden Punkt wirkenden 
Kraft i^Ut. Dies folgt iibrigens schon, wenn man die 
Grleichnng 20) fiir alle Punkte des Systems bildet und aUe 
diese G-leichungen addirt 

Wir betrachten den besonderen Fall, dass die Grosse, 
welche auf der rechten Seite der Gleiohung 61) nnter dem 
Integralzeichen steht, das vollstandige Differentiale einer ein- 
deutigen Function — V ist, welche bios die Coordinaten der 
M materiellen Punkte enthalt. Man sagt dann, es existirt 
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eine Kraftfunction, welche die Zeit niclit explicit enthalt, 
und nennt V die Kraftfunction, In diesem Falle ist: 

62) J " 5 '^J. ' '' ^ yi' ' '* S *'. ' 

I fe = l, 2....n, 

d. h. die Kraft, welehe auf irgend einen materiellen Punkt 
in irgend einer der Coordinatenrichtungen wirkt, ist die 
negative partielle Ableitung der Kraftfunction nach der be- 
treffenden Coordinate. Die Ausfiihrung der Integration auf 
der rechten Seite der Gleichungen 61) liofert dann: 

wobei Vj^ und F^ die Wertbe der Kraftfunction za den ganz 
beliebigen, schon oben mit t^ und t^ bezeichneten Zeiten 
sind. Die Summe der gesammten lebendigen Kraft und des 
Wertbes der Kraftfunction bleibt also wabrend der ganzen 
Bewegung constant. Da V eine eindeutige Function der 
Coordinaten aein soU, so muss es denselben Werth annebmen, 
so oft aajnmtUclie Punkte dea Systems in ibre ursprlingbcbe 
Lage zuriickkebren, es muss also dann jedesmal die ge- 
sammte lebendige Kraft aller Punkte des Systems aucb 
wieder denselben Werth annebmen. Nacb § 8 existirt eine 
Kraftfunction immer, wenn die materiellen Punkte jeder 
fremden Einwirkung entzogen sind und sicb bios unter dem 
Einflusse der zwiscben ibnen wirkenden Centrikrafte bewegen. 
Es ist dann nacb Gleichung 10) 

Ebenso muaa eine Kraftfunction existiren, wenn nocb v be- 
Uebige andere materielle Punkte, von denen jedocb jeder 
eine unveranderbcbe feste Lage im Eaume hat, Centrikrafte 
auf die n materiellen Punkte auaiiben. Denn man kann ja 
daun die Gleichung auf das von den n + v Punkten ge- 
bildete System anwenden, und darin die Coordinaten der 
V Punkte constant, resp. ihre Massen unendlich gross setzen. 
Ist F,^i^ (r^,j.) die Kraft, welehe einer der v Punkte auf einen 
der n Punkte in der Entfemung r^j. ansiibt und 
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In alien diesen Fallen wird die Summe der lebendigen 
Kraft und Kraftfanction constant bleiben, also die gesammte 
lebendige Kraft der n Pimkte jedesmal denselben Werth an- 
nehmen, sobald jeder derselben zur urspriingliclien Position 
im Raume zuriickgekehrt ist. Daraus folgt aber nocb keines- 
wegs, dass auch jeder einzebie materieUe Pankt wieder die 
urspriSngliche Geschwindigkeit haben muss. SpecieU wenn 
es sicli lun ein System von Korpern kandelt, die aus einer 
sehr groseen Zahl so dicht gedrangter materieller Punkte 
bestehen, dass man die materiellen Puokte einzeln nicht 
wahmehmen kann, so ergiebt sich aus dem Bilde, welches 
■wir uns gemaoht habea, mit logiscber Consequenz Folgendes: 
es konnen dann und werden im AUgemeinen relative Be- 
wegungen der einzelnen materiellen Punkte gegeneinander 
entateben, die wir offenbar so wenig als die einzelnen Punkte 
direct beobachten kSnnen. Es kann nun seia, dass diese 
Te rbo rgenen Bewegu ngen andere wabrnehmbare, quantitativ 
messbare Effecte baben, welcbe der )ebendigen Kraft dieser 
unsichtbaren Bewegungen der materiellen Punkte gegen- 
einander mit Einacbluss der bierbei durcb Verscliiebungen 
der Punkte geleisteten Arbeit der Molekularkrafte pro- 
portional, also mit entsprecLendem Coefficienten multiplicirt 
gleich sind. Dann muss die Summe der lebendigen Kraft 
der sichtbaren Bewegung, der Kraftfunction der siclitbar 
zwiecben den Korpern wirkendeii Krafte und der mit den 
entsprechenden Coefficienten multiplicirten Quantitat aller 
jener anderen Effecte immer constant sein. Nennen wir 
daher jeden dieser Summanden eine Energie, so muss die 
Summe aller Energien constant sein. Dies ist das Energie- 
princip. 

Man hat die Sache manchesmal so dargestellt, als oh 
das ganze mechanische Bild nur den Zweck hatte, dieses 
Princip zu erklaren. Dann ware freilich, sobald man das 
Princip selbst klar erkannt bat, das Bild ilberfliissig geworden. 
Es ist aber daa Princip der Erbaltung der Energie nur ein 
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kleiner Bruchtheil alles dessen, was dureh daa Bild dar- 
gestellt wird und die Uebereinstimmung mit diesem grossen 
aUgemeinen Naturprincipe kanii also nur als eiae einzelne, 
specielle, werthyoUe Beatatigung imseres Bildes betrachtet 
werden. Erst wenn es gelungen ware, ohne Zuziehung un- 
seres Bildes einen InbegrifE you ebenso -vier Thatsacbeu 
ebenso klar und iibersichtlich wie durcb das Bild darzu- 
Btellen, kOnnte man aagen, das Bild sei iiberfliissig ge- 
w or den. 

Wenn die v materieUen Punkte, welche atif das be- 
trachtete System der n Punkte wirken, nicbt rahen, sondem 
eine bekannte {Torgescbriebene) Bewegung macben, so sind 
im zweiten Gliede des Ausdruckes ftlr F(Grleichung 62 a) die 
Coordinaten der v Punkte ala gegebene Functionen der Zeit t 
allein zu betrachten. Daher _ enth alt_F_ausser..jien— Caocdi- 
naten d er ra Pu nkte nocb die Zeit explicit. Die Kraft, welciie 
auf irgend einen der n Punkte in irgeod einer der Coordi- 
natenrichtungen wirkt, ist noch immer die negative partielle 
Ableitung des V nacb der betreffenden Coordinate des be- 
treffenden Punktes. Aber dertotaleDifferentialquotient dVldi 
des V nach der Zeit, d. h, die Limite, welcher der durch 
dt dividirte gesammte Zuwachs dos V wShrend der Zeitd* 
zueilt, besteht aus zwei Theilen: Demjenigeii, welcker durch 
die gegebene Veranderung der v Punkte entateht, der also, 
wie man sagt, daher ruhrt, dass V die Zeit explicit enthalt 
(wir wollen ihn mit dVldt bezeichnen) und dem, welcber 
daJier riAhrt, dass die Coordinaten der n Punkte wahrend 
der Zeit d t ihre respectiven Zuwachse dx^, dy^, ... dz^ 
erfahren. Letzterer ist gleich: 

^\dx„ di ■'■ e^ft dt "^ a% dt }' 

Nach G-leichung 59) ist nur der letztere Ausdruck gleich 
— dTjdt, wcnu mit T wie frilher die gesammte lebendige 
Kraft der n Punkte bezeicbnet wird. Man hat also in 
diesem Falle 



y Google 



GL62a,] III. §26. Energieprinoip. 95 

woraus nattirlich nicht folgt, dase 7+ T constant sein mueste. 
Ea ist also jetzt die gesammte Energie dea SyetemB der 
n Ptmkte nicht constant. Man sagt, das System der n Punkte 
empfangt Ton den v Puukten und den ihre Bewegung unter- 
haltenden Kraften Energie oder giebt Energie an sie ab. 
Wenn die v Punkte in Bewegung begriffen sind, so braucht 
also die Energie der n Punkte nicht constant zu, sein. 

Trotzdem sind Falle moglicli, wo die Krafte X^^, Y^ .... Z^, 
welche auf die n Punkte wirken, als blosse Functionen dieser 
Coordinaten ausgedriickt werden kSnnen, z. B. wenn die Be- 
wegung der jv Punkte ein e cvklische i st. so dass an Stelle jedes 
dieser Punkte, sobald er seinen Platz Terlasst, sogleich ein 
gleich bescliaffener tritt und die Art und Weiee dieser 
cyklischen Bewegung selbst von der Position der n Punkte 
abhangt oder iiberhaupt weun die Bewegung der v Punkte in 
gegebener Weise von der Lage der n Punkte abhangt. Dann 
kann aber X^dx^ + Y^dy^ + ... Z^ds^ aucli daa Differen- 
tiale einer mehrdeutigen Function sein, welche bios die 
Coordinaten der n Punkte enthalt, oder es kann gar kein 
vollstandiges Differentiate sein. 

Die Krafte, welche anf einen Magnetpol wirken, bieten 
ein Beispiel des ersten Falles, wenn sich ira Felde cou- 
etaute lineare, in sich geschlossene Strome befinden, ein 
Beispiel des zweiten Falles, wenn sich der Magnetpol im 
Innem eines Uberall von elektrischen Stromt^den durch- 
setzten kBrperlichen Leiters befindet. In beiden Fallen sind 
Bewegungen der Ji Punkte moglich, wobei dieselben periodisch 
wieder in die Anfangslage zuriickkehren, aber ihre Gesammt- 
euergie auf Kosten der Energie der von aussen auf sie 
wirkendeu Korper fortwahrend wachst. 

Noch complicirtere Falle treten natiirUch auf, wenn die 
Bewegung der v Punkte auch eine Function der Geschwindig- 
keitscomponenten der n Punkte oder noch anderer Bestim- 
mungsstiicke ihrer Bewegung ist, so dass auch die auf die 
n Punkte wirkenden Krafte Functionen dieser Grosse werden, 
in dem Sinue, wie wir schon in § 18 von Kraften sprachea, 
die Functionen der Geachwindigkeit sind, worauf ich nicht 
weiter eingehen will. 
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§ 27. Satz von der Bewegnng des SehwerpiinkteB. 
Wir kehrcn wieder zum allgemeinsten Falle zuriick, 
dasB beliebige n Punkte ilirer "Wechselwirkung und der Ein- 
wirknng v fremder Punkte unterworfen sind. Der ftte der 
« Punkte habe die Masse m^ und zur Zeit t die Coordinaten 
x^, y^, %^. Die Eeaultirende aller von den v Punkten auf ihn 
zur Zeit i ausgeiibten KrSfte sei $^ und ihre Componenten 
in den drei Ooordinatenrichtungen seien S,^, %^, 3/,- AUe 
diese Krafte, welche von den )< Punkten auf die w Punkte 
ausgeubt werden, bezeichnen wir als die Krafte, welche auf 
das System unserer w Punkte von aussen wirken, d. h. welche 
von materiellen Punkten ausgehen, die dem Systeme nicht an- 
gehSreu. Im Gegensatze hierzu nennen wir die Centrikr§,ft6, 
welche zwischen je zwei Punkten des Systems wirken, die 
inneren Krafte des Systems. /7,ft(''j,J sei wie frtiher die 
zwischen dem Aten und iten Punkte des Systems wirkende 
innere Kraft. Die Gleichungen 10) resp. 13) und 58) ver- 
wandeln sich bei Einfiihrung dieser neuen Bezeiehnung in 
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mit zwei analogen Gleiohungen fiir die j/- und «- Axe undSm— 3 
analogen Gleichungen fiir die iibrigen materiellen Punkte, 
Addiren wir von dieaen Gleichungen alle, welche sich 
auf die 3>Coordiiiate beziehen, so tilgen sich alle GHeder, 
welche die Functionen f enthalten und es folgt 

Analogs Gleichungen erhalten wir natiirlich filr die y- und 
»-Ase. Wir woUen nun mit 8^ den Schwerpunkt des von 
den beiden Massen m-^ und m^ gebildeten Systemes und mit 
Ij desaen Absciss e bezeiclmon. Dann ist vermoge der 
Gleichung 57) 

S ^ Mil a;, 4- i^i iftj _ 

^* J% + JHj ' 

Wir denken nns ferner im Punkte S^ eine Masse be- 
findlich, welche gleich m^ + rn^, also gleich der Summe der 



y Google 



Gl. 65. 66-1 III. § 27. Beweguug Aes Schwerpunktes. 97 

Massen ist, deren Schwerpunkt S^ ist und bezeichnen mit S^ 
den Schwerpunkt des von dieser in •% fingirten Masse and 
von der Masse m^ gebildeten Systemes und mit |j die Ab- 
scisse von S^. Dann iat wieder nach Gleicliung 57) 
f. __ { mi ■^- Wi;) ^a + W3 !K, ^ miXi+ m,CE^-hmgX, 

Wir nennen dann Sg aach den Schwerpunkt der drei Massen 
wSj, m^, mg. Ebenso wollen wir als den Schwerpunkt S^ 
der vier Massen m^, m^, m^ und m^ denjenigen Pnnkt be- 
zeichnen, welchen wir erhalten, wenn wir den Schwerpunkt 
des Systems suchen, welches von der Masse m^ und der im 
Pnnkte S^ gedachten Masse m^ + m^ + mg gebildet wicd. 
Fiir seine Abscisse folgt wie friiher der Wertb: 

^* m, + m, -I- mj + ™4 

Fahren wir in dieser Weise fort, was wir die synthetische 
Definition des Schwerpunktes nennen wollen, so erhalten wir 
fur die Coordinaten §, »;, ^ des Schwerpunktes aUer wMaesen 
die Wertbo: 

wobei J/ := 2 *"7, "^ie Summe aller Massen des Systemes ist, 

welcho wir aucb als die Gresammtmasee desselben bezeichnen 
wollen. Die in diesen &leichungen enthaltene Definition dea 
Schwerpunktes nennen wir dessen analytische Besttmmung. 
Sie zeigt unmittelbar, dass man bei der synthetischen Defi- 
nition jedesma! denselbenPunkt als Schwerpunkt eines Systems 
materieller Pnnkte erhalt, in welcher Keihenfolge man immer 
die verschiedenen Massen des Systems nehmen mag. Fiihren 
wir die Grossen |, i], ^ ein, so reducirt sicb die Gleichung 64), 
sowie die beiden ihr entsprechenden, fiir die beiden anderen 
Coordinatenrichtungen geltenden auf 
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Gfenau dieaelben GleichuBgen wiirden wir fiir die Be- 
■wegrrng eines materiellen Punktea erbalten, der die Masse M 
hatte imd auf welchen in jedem Augenblioke die Resaltirende 
aHer Krafte wirken wtirde, welclie tou aussen anf jeden der 
n materiellen Pimkte -wirken. Von den inneren Kriiften, also 
den zwischen den Punkten des Systems wirkenden Centri- 
kraften, ist dabei ganz abz\isehen. Wir konnen daher aagen: 
der SchwerpTinkt bewegt sich gerade so, wie ein einzelner 
materieller Punkt, dessen Masse gleich iat der Summe der 
Massen aller materiellen Punkte des Systems und auf den 
in jedem Augenblioke eine Kraft wirkt, welehe man findet, 
indem man den Angriffepunktjeder Kraft, welohe aufirgend 
einen der materiellen Punkte wirkt, ohne Aenderung ilirer 
Grosse and Richtung nach jenem Punkto TCrsetzt und dann 
die Resultirende aller dieser Krafte sucht. Die Componente 
dieser Kraft naoh jeder der Coordinatenrichtungen muss 
dalier die Summe der Componenten aller ausseren Krafte in 
der betreffenden Coordinatenriohtung sein, welehe auf alle 
materiellen Punkte des Systems wirken. NattlrKch muss 
dieser einzige materielle Punkt auch zu Anfang der Zeit 
gleiche Lage haben wie der Sohwerpunkt des Systems und 
seine Anfangagescbwindigkeit musa gleicbe Groase und Rich- 
tung hahen.^) 

Bewegt eich speciell das System der n materiellen Punkte 
bios unter dem Einflusse der zwischen je zwei derselben 
wirkenden Centrikrafte , so siad keine jiuaaeren Krafte vor- 

') Wegen der grosBen Entferming zwischen Erde und Sonne ist 
die Kraft, welolie die Sonne uach dem Newton'schea Gesetze auf 
irgend eiuen Punkt der Erde ausUbt, nahezu dem. Quadrate der Ent- 
femung des Erdschwerpunktes yom Sonnenschwerpunkte verkehrt 
proportional und gegen den letEteren gerichtet. Wenn also uur Erde 
und Sonne aufeinauder wirken wiirdon, so wiirden fiicli itre Seliwer- 
punkte wie materielle mit der Maaae des betreffenden Himmels- 
kBrpers behaftete Punkte bewegen, die sich mit einer dem Quadrate 
ihrer Entfernung verkehrt proportional en Kraft anziehen, also gana 
nach den in g§ 21 und 25 erlfiuterten Gesetzen, wodurch dereu An- 
wendung anf praktische Falle klar wird. Diea gilt nbrigens, wenn 
man Erde nnd Sonne ala starre Kugein betrachtet, auch ohne Ver- 
nachlassigung, wie wir in der Potential the orie sehen werden. 
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handen und der Schwerpunkt ruht flir alle Zeiten, wenn er 
zu Anfeng der Zeit ruhte, SoQst bewegt er sicb mit gleich- 
bleibeuder Gescli-wiiidigkeit in einer G-eraden. Die inneren 
Krafte, welche ja aus den Gleichungen 64) volUcommen 
berauagefallen sind, affioiren also die Bewegung des Sch-wer- 
punktea gar nichfc. 

Wenn eine ge]adene Kanone, welche frei von jeder 
EinwirkuQg anderer Korper im Eaume scbweben wtirde, 
anfangs rubte und plijtzbob in Folge der Einwirkmig innerer 
Krafte losginge, wUrde zwar die Kugel in heftige Bewegung 
in einer bestimmten Eichtung gerathen, der Korper der 
Kanone aber wttrde genau mit einer aolcben Geschwindig- 
keit sich in entgegengeaetzter Erichtung zu be we gen anfangen, 
daas der Schwerpunkt des von der Kngel und Kanone ge- 
bildeten Systems nach wie vor ruheu wurde, Daaaelbe gilt 
Ton jedem Korper, deaaen Tbeile bios durch innere Krafte 
in relative Bewegung gegeueinander kommen. 

§ 28, MasBS und Gewiclit des Gramma. Dyn. 
Sch we rpunktsb er eehnung, 

Wir kommen jetat wenigatens in einer Hinsicht in 
Contact mit der Wirklichkeit, Wir sahen, daas die Masse 
einea von alien materiellen Punkten ganz willkilrlicb gewSJilt 
werdeB kann. Statt deaaen konnen wir, da wir einzelne mate- 
rieUe Pankte nicht wabrnebmen, jetzt die Gesammtmasse 
irgend eines bestimmten Korpers willkurboh wahlen. Wir 
woUen z. B, die Summe der Massen aller materiellen Punkte, 
die in einem Cubikcentimeter reinen destillirteu Waasera 
bei dem dem Normalbarometerstande entaprechenden Drucke 
und der Temperatur des Dichtemaximums vorbandeu siud, 
mit 1 bezeicbnen. 

Eine theoretisohe Moglichkeit, die Masse irgend eines 
anderen KQrpers zu beatimmen, ergiebt sich dann wie folgt. 
Die Eesultirende ailer Krafte, welche die materiellen Punkte 
irgend eines Korpers A auf die irgend eines anderen Korpers B 
ausuben, muss, wenn man alle in demaelhen Punkte an- 
greifend denkt, gleich, aber entgegengesetzt gerichtet sein 
der Eeaultirenden der Krafte, welche umgekehrt die mate- 
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riellen Punkte dee Korpers B auf die des Korpers A aus- 
ilben, da dies fiir jede einzelne dieser Krafte gilt. Die 
MaBsen zweier in Wechselwickung befindlicher Kiirper ver- 
halten sich dalier umgekehrt wie die beobachtbaren Beschleu- 
nigungen, welche ihre Schwerpunkte durch dieee Wechael- 
wirknng erfahren, also z. B. anch umgekebrt wie die 
gesammten G-escliwindigkeitsanderungeii, welche sie beim 
StoBse aufeinander erhalten. 

Als Kfafteiabeit i baben wir, wenn zu den Formeln 9), 
13) etc. kein consfanter Factor dazutreten soil, diejenige 
Kraft zu bezeicbnen, welche dem Schwerpunkte eiues K5rpers 
von der Masse 1 in der Zeiteinbeit die Beschleunignng 1 
ertbeilt, wobei wir Secunde and Centimeter als Zeit- und 
La,ngeneinbeit wahlen. "Wir woUen diese Kraft Dyn nennen. 
Wenn wir z. B. an einem q cm langen Faden emen kleinen 
Korper, dessen Masse gleich /i Gramm, also durch Stosa 
oder sonstige WecheelwirkungBversuche ,u mal so gross, 
als die oben definirte Wassermasse gefunden wurde, so im 
Kreise achwingen, dass er in der Secunde einen Weg tou 
;- Centimetern zuriicklegt, ao eraehen wir ana Formel 15), 
dass der Faden mit einer Kraft von lU./"/^ Djnen ge- 
spannt wird. 

Schon das am Schluase des § 14 Angefiibrte macbt es 
wabrschoiabcb, dass an einer bestimmt^n Stelle der Erde 
durch die Wirkung der Scbwere allein alle Punkte aller 
Korper dieselbe Beachleunigung g (in unseren Breiten am 
Meeresniveau etwa 981 cm in der Secunde) erhalten. Alle 
Consequenzen, die man aus dieaer Annahme zieben kann, 
baben sich ao vollstandig beslatigt (vergl. Schluss dea § 51), 
dasa wir dieselbe als wohlbegrtindete Erfahrungstbataacbe 
bezeicbnen konnen. Die Intensitat der Kraft, welche die 
Sehwere auf einen beliebigen Korper von der Masae m ausilbt 
(das G-ewicbt dieses Korpers), ist also uach Formel 14) 



Das Gewicht eines Korpers von der Masse eines Gr ram ins er- 
tbeilt daher in unseren Gfegenden dieaem eine etwa 981 mal 
! Beachleunigung, als die Kraft eines Dyna. Dieses 
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Gewiclit, welches man auch das Gewicht eines Gramms 
(nicht zu Terwechselu mit der Masse eines Gramms) nennt, 
ist alao etwa gleich 981 Dynen. "F,it> Dyn ist der 981. Theil 
des GewicMs eines Gramms, rund das Gewicht eines MiUi- 
gramms. 

Das Verhiiltnisa der Massen zweier Korper hraucht man 
daher nicht durch 8toasversuche oder aonstige Vereuche der 
Wechselwirkimg derselben zu bestimmen, sondem dieses 
Verhaltniss ist gleich dem Verhaltnisse ihrer Gewichte an 
derselben Stelle dee Erdkorpers, da daselbst g ftir alle 
Korper denselben Werth hat. Letzteres VerhSltnisa aher 
kann ebenso bequera als genaa durch die Waage bestimmt 
werden, deren Theorie wir freilich erst etwas spater Itennen 
lernen werden. {Vergl. § 56.) 

Am Aequator erhalt jeder Korper durch die Schwere 
wieder die gleiche Beachleunigung, wiejederandere. Diese ist 
aber etwas Heiner als die in nnseren Breiten, wogegen sie 
in der Nahe des Poles etwas grosser iat. Am Aeq^uator ist 
daher das Gewicht eines und deeselben Korpers etwas Ideiner, 
in der Nahe des Poles etwas grosser als bei tins. Es wiirde 
auch dieselbe elastische Feder bei gleicher Temperatur 
durch Anhangung deeselben Korpers am Pole etwas mehr, 
am Aequator etwas weniger gedehnt, als bei uns. Die Masse 
eines und dessclben Korpers aber bleibt iiberall genan 
gleich. Bei der Masse eines Cubikcentimeter "Wassers Uegt 
dies einfaeh in unserer Definition der Masse 1. Die Con- 
stanz des MassenTcrhaltnissea zweier Korper aber folgt aus 
der Uebereinatimmung unserer Grundannahme 6 mit der 
Erfahrung. 

TJra anzn2eigen, in welcher Weise sich die erne Grosse 
auadriickende Zahl mit den gewahlteii Einheiten andert, 
Bchreiben wir jeder Groase gewisse Dimenaionen zu. Wu' 
sagen, jede Strecke hat die Dimension einer Lange \l\, d. h. 
sie wird durch eine Zfache Zahl dargestellt, wenn wir die 
Langeneinheit imal kleiner wahlen, eine Plache hat die 
Dimension [2^], ein Volum [i^], weil im gleichen Palle die 
sie darstellenden Zahlen l^, reap. ;^mal grosser werden. Eine 
Kraft hat die Dimension \mlt-'^, weil sie durch eine 



y Google 



102 III. §28. Masse und Gewiclit. [Gl. 66. 

mlt-'^-wa[ SO grosse Zahl dargestellt wird, wenn wir die 
Masseneiniieit mmal, die Langeneinheit imal, die Zeiteinheit 
(mal kleiner wahlen. Diese Dimensionen sind unmittelbar 
aue der definirenden Fonnel X — md^xjdi^ ersichtlicli, d und 
d^ haben keine Dimensionen, da sie nur ZuwacLae aua- 
driicken. 

Ein Vector als eine Lange kann einer Eraft oder einer 
Gescbwindigkeit so wenig gleich sein, wie eine Anzahl Aepfel 
einer Zahl Eirnen. Es kann nur die Lange des eraten durch 
dieaelbe Zahl, wie die Intensitat der zweiten auagedriickt 
werden. Man streht auch diea, alao dasa ein Dyn gerade 
durch einen Pfeil von der Lange eines Centimetera dar- 
gestellt wird, in den aeltensten Fallen an. Man wurde also 
hesser aagen, dass die Intensitatea aDer Erafte gleich den 
mit demaelben Reductionsf actor F multipHoirten L^ngen der 
Pfeile sind. Nur weii man aich auch ao zu verstehen glaubt, 
schweigt man yon diesem Reductionsfactorj der immer hinzuzu- 
denken ist, wenn man eine Gleichnng wie P(Kraft)= ^B(Lange) 
schreibt. 

Da wir nur ein richtiges Bild der Korper erhalten, wenn 
wir uns jeden Korper aus sehr yielen, nicht einzeln aufzahl- 
baren materieUen Punkten bestehend denken, so kSnnte die 
in den Formeln 65) angezeigte Summirung nicht wirklich 
ausgefiihrt werden, wenn es nicht mSglicb ware, in alien 
Fallen dadurch gute Uebereinstimmung rait der Erfahrung 
zu erzielen, dasa man sick in der Anordnung der materieUen 
Punkte gewiase Eegelmasaigkeiten denkt. Die hochste Kegel- 
massigkeit ist die, dass alle materiellen Punkte gleich be- 
schaffen und gleichmassig im ganzen Volumen des Kijrpera 
yertheilt sind. Ihre Vorauaaetzung liefert oft gute Ueber- 
einstimmung mit der Erfahrung. Dann yerhalt sich die in 
irgend einem Volumtheile des Korpers entbaitene Masse m 
zur G-esammtmasse M des Korpers wie das Volumen m dieses 
Voiumtheiles zum geaammten Volumen Q des Korpers. Es 
ist also m = ^0), wobei q = Mj ii die auf die Volumeinheit 
entfallende Masse (die Diohte des Korpers) ist Wenn die 
Anordnung der Massentheilchen nicht in dieser "Weise regel- 
masaig ist, so machen wir die freilich in keiner ; 
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Weise als dureh die weni^tens angenaherte TJebereinstiui- 
mung der ans ihr folgenden Bilder mit der Erfahrung be- 
weisbare Aitiiahme, dass diese Eegelmassigkeit wenigstens in 
in der unmittelbaren Umgebung eines jeden Punktes des 
KUrpere vorhanden iat, d. b. daas der Quotient des Volu- 
inens do jedea Volumelementes des Korpers in die gesammte 
darin entbaltene Masse dm mit abnehmender Grosse des do 
stets gegen eiae feste endlicbe Grrenze ^ convergirt, deren 
Wertli sich continuiriich von Punfet zu Puakt im Korper 
aadem kann, so daas man mit Vemacblassigung Ton uncnd- 
lich Kleinem hoherer Ordnung hat 

Die Summen der Formeln 65) verwandeln sich dann 
in Integralej die iiber das gesammte Volumen des Korpers 
zu erstrecken sind, and es wird: 

Der Fall eines diinnen Eleches oder eines geraden oder 
kmmmen Drabtes veranlasst nns zur Fiction einer ebenon 
oder krummeu Flache und einer geraden oder krummen 
Linie, welche continuiriich mit materiellen Punkten besetzt 
sind. Fur die Flache sei df ein Element derselben und 
tpdf bis auf unendiich Kleinea hoherer Ordnung die darauf 
befiudliche Masse, Fiir die Linie sei d s ein Lgngenelement 
und Gds die Masse darauf, dann ist im ersten Falle 

M = J(pdf, § = ^Jx<pdf, v^l^Jyip^f' 

und im zweiten 

IM = i <yds, S = r,- I xffds, ii — ^rj l yffds, 
£ = !/..... 
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p heisst die raumliche, (p die Flachendichte , a die lineare 
Dichte der MaBSenvertheilung. Falls die Massen gleich- 
formig Tertheilt sind, sind es aatilrlich Constanten, die 7or 
die liitegralzeichen kommen koniien. 

§ 29. Homent einer Kraft. Sreliungssinii. 
Wir schreiben nun die der G-leicliung 63) analoge fiir 
die ?/-Axe bin und multiplicireii sie mit x^ , ferner niultipli- 
ciren wir die Grleichung 63) selbst mit — y^ und addiren 
scblieaaljch die beiden so gebildeten Grleichungen: es er- 
giebt sicb: 



.-j'.^+2'a.(o^^^'V^. 



Die liake Seite dieser Gleicbung kann in der Forra ge- 
scbrieben werden: 

d \ I dy, dx,W 

Bildet man die der Gleicbung 69 a) analogen Gleichungen 
fur alio iibrigen der n materiellen Punkte unseres Systems 
imd addirt aUe diese Gleicbungen, so tilgen sich die Gbeder, 
welcbe die yerscbiedenen Funotionen f enthalten, voUstandig 
ond man erlialt: 

Es sei nun irgend eine gericbtete Gerade G im Eaume 
gegeben. ^p^ sei eine beliebige Kraft, A ibr AngrifEspunkt, 
dessen Coordinaten wie in Formel 70) mit x^^, j/^, %^ be- 
zeichnet werden sollen, AB der Pfeil, der diese Kraft in 
Grosee und Eichtung darstellt, wobei wir, wie allgemein 
tiblich, den Eeductionsfafitor weglassen, obwobl correcter ^^ 
gleicb /"mal AB im. sefeen ware. 
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Wir defioiren nun das Moment der Kraft ^^^ bezug- 
iich der Geraden G als das Product 

71) ±fK 

der zur Geraden senkrechten Componente K dieaer Kraft in 
den Abstand p der Kraftriohtung vort der Geraden und zwar 
mit positiven oder negativen Zeichen genommeu, je nachdem 
. die DrehungsricMung der Kraft um die Gerade gegen diese 
dieselbe oder die entgegeogeaetzte Lage hat, wie gegen die 
positive s;-Ax6 die Drehang von der pOsitiven a;-Axe auf 
kUrzestem "Wege zur positiven «/-Ase. Den Sinn der letzteren 
Angabe kann man folgendermaassen naher erlautern, Eine 
von der Geraden Q begrenzte Halbebene gebe zuerst durch 
den Anfangspunkt A dea Pfeilea AB, der die Kraft '^^ 
darstellt und werde dann auf kiirzestem Wege so gedrebt, 
daas aie noch immer von der Geraden G begrenzt durch 
den Endpunkt B desselben Pfeiles geht Wenn dieae 
Drehung filr ein Auge, das von dorther blickt, wohin die 
Gerade Q gerichtet ist, im selben Sinne erfolgt wie die 
Drebnng, welcbe die positive a;-Axe anf ktirzestem Wege in 
die poaitive j/-Axe uberfiihrt fur ein Auge, das von dorther 
blicbt, wohin die poaitive «-Axe zeigt, so haben wir das 
positive Zeichen zu wahlen. Wir nennen diesen Drebungs- 
sino immer den positiven um jene gerichtete Gerade. Ge- 
masB dieser Uebereinlmnft ist also durch den Sinn, in dem 
eine Axe gezogen wird, augleich der positive Drehungssinn 
um dieselbe mitbestimmt. 

Ware dann A ein Punkt eines starren, um die Axe Q 
drehbaren Korpers, so wurde die Kraft $^ diesen KQrper im 
positiven Sinne um die Axe 6 zu drehen suchen. Wir 
sagen kurz, die Kraft ^^ wirkt im positiven Sinne drehend 
um die gerichtete Axe Q. 

Im entgegengesetzten Falle, wenn die Kraft im nega- 
Sinne um die Axe 6 zu drehen ancht, ist in Formel 71) 
das negative Zeichen zu wahlen, Diese Formel zeigt, dass 
das Moment die Dimension Kraft X Lilnge hat, Wir konnea 
es auch so construiren. 

Wir w§lilen auf der Geraden G einen beliebigen Punkt C 
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und iegen durch denselben eine Ebene E seakrecht aur Ge- 
raden. A' und B aeien die Projectionen der Endpunkte A 
und B des die Kraft ^,, darstellenden Pfeiles auf diese Ebene. 
Daun stellt also derPfeil j1'£' die Componente -E" der Kraft ^^ 
eenkrecht zur Gei'aden G dar. Das Product dieser Compo- 
nente in den senkrecliteri Abstand der Kraftrichtung von 
der Geraden ist also der doppeite Flacheninlialt des Drei- 
ecka GA'S, da wir die Lange dea Pfeiles AB einfach gleicb 
der Intensitat der Kraft *p,^ gesetzt haben. Dieser der friiher 
gegebenen Kegel entapreohend positiv oder negativ zu neh- 
mende doppeite Ftacheninhalt 
72) ± 2 CA'B' 

ist also nach unsecer Definition gleich dem Momente der 
Kraft ^^ beziiglich der Qeradeii Q. 

Wir konnen auch so verfabren: Wir errichten auf der 
Ebene dea Dreieeka GAB, deaaen Flacbeninkalt wir eben- 
falJe mit CAB bezeidmen, im Punkte C eine Normale N 
in dem Sinne, dass die Kraft $;, im positiven Sinne um N 
drehend wirkt, dann ist: 

CA' B' = ±OAB cos (lY, G) , 

■ffo jmmer daaaelbe Zeichen wie in den Ausdriicken 71) 
oder 72) gilt. Es kann also das Moment der Kraft ^(J^ be- 
ziiglich der Axe G auch definirt werden als die GrQsse 
73) 2 CAB cos (N,0), 

wobei die beiden Vorzeichon ausgefallen sind. Das Vor- 
zeicben dieses Ausdriickes ist also dafiir aussohlaggebend, 
in welchem Sinne die Kraft ^^ um die Axe drebend wirkt. 
Ebenso ist, wie wir spater seben werden, der Zablenwertb 
dieser Grfisse aasschlaggebend fiir die Intensitat, mit welcber 
jene Kraft einen starren Korper um die Axe G zu drehen 
sucht. Dies ist der Grund, wesbalb diese Groase dae 
Moment oder auch das Drehmoment der Kraft bezuglicb 
jener Axe beisst. 

Wir woUen nun gemass der zweiten Definition daa 
Moment der Kraft ^^, deren Angriffepunkt, wie dies in 
Formel 70) vorausgesetzt ist, die Coordinaten a;,,, y^, z^ haben 
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soil, beziiglicb der z-Axe als Drehim^sake saciien, welche 
natiirlich von den negativen x. gegen die po&itiven genchtet 
zo denken ist. Als Punkt C kbnnen wir A-ma den Oooidi- 
natenursprung wShlen, so dass die j;!/-Ebene an Stellc der 
Ebene E tritt Da x,^, y^, «^ die Ooordmaten de^ Angiifte- 
ptinktes-1 der Kraft eind, so sind t^, i/^, die des Punktes A 
Da femer A'S die Projection dei Kraft S^,, auf die xy Ebene 
ist, so aind 

'. + ^. S. + B., 

die Coordinaten dea Punktes ff. Nacb dem bekannten Aus- 
drucke fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks durch die 
Coordinaten seiner Eckpunkte ist also in diesem Falle der 
doppelte Flacheninhalt des Dreiecks CAB gleich 

±(^.9,, -9, A) 

und man sieht leicht, dass wieder wie in Formel 71) und 72) 
das positive oder negative Zeichen zu nehmen ist, je na«h- 
dem die Gerade OX dnrch eine positive oder negative 
Drehiing nm die s;-Ase auf kiirzestom Wege in die Lage 
OB' gelangt. Es ist also in jedem Palle ^%-t^ — y%'S-j, das, 
was wir als das Moment der Kraft ^^ heziiglich der »-Axe 
definirt haben. HS-tten wir einen Eeductionsfsictor F zur 
Reduction der Langen der Pfeile auf die Intensitaten der 
Krafte eingefliirt, so ware dieser jetat, da wir die Pfeile 
wieder durch Krafte ausdriickten, wieder weggefaUcn. Die 
rechte Seite der Gleichung 70) ist also die Summe der 
Momente aller auf das System der n materieUen Punlrte 
von aussen wirkenden Krafte bezuglich der s-Axe. 

§ 30. Franzosisches und engUsches CoordmateiiBystem. 
Es ist dabei vollkommen gleichgiiltig, in welcliem Sinne 
fiir ein Auge, welches aus jener Eichtung auf den Coordi- 
natenursprung blickt, nach welcher die positive »-Axe zeigt, 
die Drehung von der positiven x- gegen die positive ^/-Axe 
auf ktlraestem Wege geschieht, wenn nur die Drehung um 
jede gerichtete Axe im selben Sinne als positiv aufgefasst 
wird. Es erfolgt dann immer auch im positiven Sinne um 
die positive a;-Axe die Drehung von der positiven y~ zu 
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der positiven s-Axe auf kurzestem Wege und um die positive 
y-Axe die Drehuug yod der positiven x- gegen die poaitive 
a;-Axe auf kurzestein Wege, wie schon die cyklische Ver- 
taaschuQg lehrt. 

Wenn dieser Sinn derjenige ist, in ■welchem sich der 
Zeiger einerTJlir dreht, deren Ziffecblatt dorthin gewendet ist, 
wohin die Axe gerichtet iat, ao nennt man das Coordinaten- 
aystem ein franzosisches , im entgegengesetzten Falle ein 
englieches. Ersterea kann aucli ao definirt werden: Eine 
Person, welclie iiiren Kop£ nacli der positiYen »-Eichtving, 
ihr Geaicht nach der positiven ^-Eichtung kehrt, bat die 
positive ai-Eichtung zur linken Hand, oder: wenn man auf 
der Scbultafel die positive s-Eichtung nacb aafw^rts, die 
positive !/-Eichtung gegen den Besohauer zieht, so iat die 
positive a;-Eichtung gegen die Eecbte des Beschauers ge- 
wendet, oder: wenn in ein Brett, das der ic^z-Ebene parallel 
let, eine Schraubenmutter eingeschnitten iat, so drebt sicb 
darin eine in deni in Europa allgemein iiblichen Sinne ge- 
scbnittene Sobraube, welche im Sinne der positiven K-Eicb- 
tung fortscbreitet so, wie man anf kiirzestem Wege von der 
positiven y- zu der positiven avEicbtung gelangt, oder; wenn 
die xy-EbenQ ein Aekerfeld, die x-Axe eine Holzstange ist, 
so scblingt aicb eine nacb aufwarta wacbsende Hopfenja nke 
BO um die s;-Axe, wie man von der positiven a;-Eicbtung auf 
kurzestem Wege zur positiven j/-Eicbtung gelangt, eine 
Weinranke im entgegengesetzten Sinne. NatUrlicb verbait 
sich ein engliscbes Coordinatensyetem in alien dieeen Fallen 
gerade umgekehrt. Bringt man bei beiden Coordinaten- 
systemen die positiven x- und 2/-Axen zur Deckung, so fallt 
die positive x-Axe des eiuen genau in die Eicbtung der nega- 
tiven ai-Axe des anderen, Beide Coordinatensysteme laseen 
sicb daher, wenn man die positive und negative Coordinaten- 
ricbtung als verscbieden betracbtet, nicbt vollstandig zur 
Deckung bringen, aondem verbalten sich zu einander wie 
Spiegelbilder, wie ein sonst gleicher recbter und linker 
Handacbub. 

Eine Entacheidung fur das eine oder andere System 
braucbt ma n erst zu treffen, wenn man zur DarsteUung von 
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Phanomenen ixbergelit, bei denen nicht beide Rotationsrich- 
tungen gleich berechtigt aind, wo also pbysikaJisch gegebene 
Rotationen, wie die Erddrehung, oder asymmetrische Natur- 
k6rper eine Eolle spielen, wie bei der Wecbselwirkung yon 
elektriscbeii 8tr5men und Magneten, der Drebung der Pola- 
risationsebene dee Licbtea durcb den Magnetismus etc. oder 
wenn man selbst eine ranmliobe Constrnction auefiihrt 

Das franzosisohe Coordinateneystem hat folgenden Vor- 
tbeiL Will man bei Construction der Flache % = f[x,y) die 
a^-Axe in die Tafel und die a-Axe vertical nacb aufwS,rts 
legen, so schreiten die wachaenden x wie man schreibt, die 
wachsenden y nach dem Beschauer fort. Beim engliaclien 
Systeme muss man entweder die + x wie die Orientalen 
sckreiben, oder die + y vom Beschauer weg, oder die + ^ 
nacb abwiirte, wabrendwir docb aufwarte bauen, fortschreiten 
lassen; oder man muas die y-Axe in die Tafel und die 
3>Axe gegen den Beschauer oder die y-Ax.e, aufwarts und die 
»-Axe gegen den Beschauer ziebeu, waa aUes unbequemer 
oder docb ungewobnter ist Fiir den Phyaiker dagogen bat 
daa engliache Syatem den "Vorzug, daaa der Strom der posi- 
tiven Elektridtat ein Solenoid in dem nacb diesem Systeme 
positiven Sinne nmkreist, wenn dessen Nordpol (das uach 
dem geograpbischen Norden zeigende, meist als positiv be- 
zeicbnete Ende) dortbin zeigt, wohin die Drehungsase weist. 
Wir wollen im Folgenden in unseren Figuren daa fran- 
zoaiache Coordinatenaystem benutzen, unter einer positiven 
Di^ebung um eine gerichtete Axe alao eine aolche Yeratehen, 
welche einem Auge, das von dort herblickt, wohin die Axe 
gerichtet ist, im Sinne dea Ubraeigers zu geschehen seheint* 

g 31. Ber Flachensatz. 
Aehnlicbe Betracbtungen, wie mr sie in § 29 an- 
gestellt haben, lassen aich auch auf die linke Seite der 
Gleichung 70) anwenden. Sei wieder eine beliebig ge- 
richtete Gerade, C ein Punkt deraelben und E die durch 
dieaen Punkt zur G-eraden senkrecbt gelegte Ebene. Aber 
es sei jetzt A der Punkt dea Eaumes, wo aicb zur Zeit t 
der materielle Punkt mit der Masse m. befindet, dessen 
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Coordinaten, wie sebon in Forrael 70), ebenfalla mit x^, y,^, x^ 
bezeichiiet werden sollen. Ferner sei jetzt B der Pimkt, 
wo sieh die Masse m^ zur Zeit t + dt befindet, so daas also, 
wie in Formel 70), die Coordinaten des Punktes B mit 
Xj^-i- da^, y,, + dy,^, ^^ + d*^ zn beaeicbnen sind. Endlicb 
seien A' and B' die Projectionen von A und B auf die 
Ebene E, dfj^ und df,^ die doppelten Flacbeninbalte der 
Dreiecke GAB nnd CA'S" und N die auf die Ebene des 
ersten Dreieeks im Punkte nacb derjenigen Seite ge- 
zogene Normale, dass die Dtebung der Geraden GA in die 
Lage CB aaf kiirzestem Wege eine positive Drebung um 
die Normale ist; wir sagen kurz, dass die Bewcgung Yon^ 
nacb B im positiven Sinne um die Normale N geschiebt. 
Das Product aus der Masse m^, dem Oosinus des "Winkels 
{N, (?) und der Limite, welcber sich der Quotient dfjdt 
nabert, also die Grosse 

74) m^aos{N,0)dfJdi 

beaeicbnen wir dann als das Fl3-chcnm_oment der Masse m,^ 
beziiglicli der Axe G. Dasselbe ist auch gleieb 

75) ±m^df^ldt, 

wobei natiirlich wieder das positive oder negatiye Zeicben 
zn nebmen ist, je nacbdem die Bewegung von A nacb B 
im positiven oder negativen Sinne um die Axe G gescbiebt. 
Im speciellen Falle, dass man unter G die positive 
3>Axe verstebt, kann man an SteUe des Punktes G den 
Co ordinatenur sprung setaen, was in diesem Paragrapben nun 
immer gescbeben soil. Dann sind die a>- nnd ^-Coordinaten 
der drei Punkte G, A', B' gleich 0, 0; a;^, y^ resp. x^ + dx^, 
Vh + '^Vh- Daber ist: 

dr- ±{x^dy^~y^dx^), 
wobei das Zeicben genau dasselbe wie im Ausdrucke 75) ist. 
Daber ist der von uns eingcfilbrt«n Definition des Flachen- 
momentes gem^s 

I dy„ dxA 

'^"[^ df"^'^ dtj 
zur Zeifc t das Placbenmoment der Masse m^^ bezUglicb der 
s>Axe. 
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Die Groase, welche auf der linken Seite der Glei- 
chimg 70) nacli t differentiirt eracheint, iat also die Summe W 
der Flachenmomente aller n materiellen Punkte des Systems 
beziiglicli der s:-Axe; wir wollen W kurz das gesammte 
Flachenmoment des Systems beziiglich der x-Axe ] 
Nach 74) ist; 



df^ ist der doppelte Flacheninlialt des Dreiecks, deaaen eine 
Ecke die Lage dea materiellen Punktes m^ zur Zeit (, dessen 
zweite Ecke die Lage deaselben Punktes zur Zeit t + dt, 
dessen dritte der Ooordinatenursprung ist N ist die auf 
dieses Dreieck eo gezogene Normale, dass um sie die Drohting 
TOn A nach B eiue positive ist. 

Ist U und V im gleiclien Suine das gesammte Machen- 
moment unseres Systems beziiglich der a> resp. ;/-Axe, so 
ist ebenso: 

Das gesammte Flachenmoment des Systems beziiglich einer 
beliebigen, durch den Coordinatenursprnng gezogenen ge- 
richteten Geraden G aber ist; 



76) 



0^2''^^*=°^t'^-^^^^ 



= ircoa(G,ir) + Fcos(G',!/) + Wznz{Q,z). 
Bezeichnen wir mit A die positive Quadratwurzei aua 
V'-'r V^ -\r W' und Ziehen durch den Ooordinatenursprung 
die gerichtete Gerade L so, dass 

cos(L,a:)= ?J/^, <io?. {L,y) = V j A , cos (L,«) = TF/^ 
ist, wobei die betreffenden Winkel spitz oder stumpf sind, 
36 nachdem U, V oder W poaitiv oder negativ sind, so Ut 
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nach Formel 76) das gesammte Flachenmomeiit des Systems 
beziigKch der Axe L gleich A, beztiglich der beliebigen 
dureh gehenden Axe gleich der Projection der in der 
Eichtung von L aufgetragenen Geraden A anf die Eiohtung G 
nnd zwar positiv oder negativ, je naciidem die Projection 
anf die poeitive oder negative Seite der Geraden Q fallt. 
Das gesammte Flachenmoment ist also bez^glioh der Axe L 
grosser als beztiglich jeder anderen dnrch den Ooordinaten- 
nrsprung gezogeuen Axe (Axe des groasten Fl^cben - 
iiioinentes_b6ziiglidj--d£a_Emiklfis.^). 

Jiieziiglich jeder durch senkrecht zu L gezogenen 
Geraden aber ist das gesammte Flachenmoraent Null. 

Man beweist leicht, dass das gesammte Flachenmoment 
eines beliebigen Systems beziiglich einer beliebigen Axe gleich 
ist dem Momente beziiglich einer parallelen durch den Schwer- 
punkt dea Systems gehenden Axe, vermehrt um daa Flachen- 
moment, welchea die gesammte Masse des Systems beziiglich 
der ersteren Axe hatte, wenn sie sich im Schwerpunkte des 
Systems befande und mit der Geschwindigkeit desselben in 
der Bewegungsrichtung desselben bewegte. 

Ebenso leicht sieht man, dass sich ganz in analoger 
Weise aus der geometrischen Darsteliung der Kraftemomente 
durch Dreieckaflachen analoge Satze von den Momenten aller 
Krafte, die von aussen auf ein beliebiges System wirken, be- 
weisen lassen. Seien: 



= S'^" 



die Momente beziiglich der Coord in atenaxen, so ist daa 
Moment derselben Krafte beziiglich einer beliebigen, durch 
den Coordinatenursprung gezogenen gerichteten Geraden G 

D cos (G, x)^E cos {G, y) + F coa {G, x) = H cos {G, H), 
wobei H eine von O aus gezogene Gerade von der Lange 
+ y^^ + i?^ + Jf^ ist, welche mit den Ooordinatenaxen 
Winkel bildefc, deren Cosinus DjH, EjH, FjH sind. Daa 
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Moment beziiglich eter Axe, welche die Kichtung der G-e- 
raden H hat, ist gleich H, beziiglich jeder durch senk- 
recht zu B gezogeiien Geraden Nul!, beziiglich jeder anderen 
durch gezogeuen Geraden Kegt es zwischen — H und -[- H. 
Endlich ist das Moment aller auf das System wirkenden 
Krafte beziiglich irgend einer Axe gleich dem Moments be- 
ziiglich einer parallelen und gleichgerichteten Axe vermehrt 
nm das Moment, welches alle darauf wirkenden Krafte be- 
ziiglich der ersten Axe batten, wenn sie obne Aendemng 
ihrer Grosse und Richtung in einem Punkte der zweiten 
Axe angreifen wiirden. Das Gesammtmoment der inneren 
KrMte eines Systems, d. h. der Centrikr^fte zwischen je zwei 
Punkten ist natiirlich beziiglich jeder Axe NuU. 

Wenn speciell von aussen keine Krafte auf das System 
wirken, so sind auch die Momente der ausseren Krafte gleich 
Null; es ist also D = E= F^O und aus Gleiehang 70) 
uod den analogen fiir die y- und *-Axe folgt, dass V, V 
und W drei Constanten sein mttasen. Es hat also die durch 
einen beliebigen rubenden oder geradlinig und gleichfiirmig 
bewegten Punlrt P gezogene Axe L des Maximums des 
Flachenmomentes, sowie die auf der Axe senkrechte Ebene 
eine un?eranderlicbe Bichtung im Raume {unTeranderhcbe 
Axe, unveranderhche Ebene) und das Flachenmoment beziig- 
licbjeder solcheu Axe andert sich ebenfalls nicht mit derZeit. 
Wenn z. B, ein K6rper obne Binwirkung iiusserer Krafte 
frei im Raume sich befindet, anfangs alle seine Tbeile in 
Eube waren und dann bios durch innere Krafte ein TheU 
desselben in drehende Bewegung komiut, so muss ein anderer 
Theil derart in eine entgegengesetzte Drehung geratben, 
dass das gesammte Placbenmoment beziiglich einer be- 
liebigen Axe gleich Null bleibt, da es ja anfangs gleicb NuU 
war. In dieser Beziehung hat de r Macbensa tz eine gewiss e 
V erwand tschaft mit dem Schwer punkt sag-tze. Dqch best^t 
de r folg enda-afiaeotliche j^n terscbied. Bei diesem sind die 
Differentialquotienten, welcbe gleich Null sind (die linken 
Seiten der Gleichung 64) und der entsprechenden Gleichungen 
fUr die ubrigenCoordinatenaxen), die yollstandigen Difi'erential- 
quotienten bestimmter Grossen, namlich der Coordinaten des 
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Schwerpunktes. Die Groasen aber, welche gemass des 
Flachenprincips bei Ermangelung ausserer Krafte gleicb Null 
werden (namlich die linken Seiten der Gleicbung 70) und 
der entsprechenden Gleicbungen fur die iibrigen Coordinaten- 
axen), aind nicbt die vollstiiiidigeii Differentialquotienten toii 
Punctionen der Coordinaten nach der Zeit. 

Ein KQrper scbwebe ohne Einwirkung ausserer Krafte 
frei im Raume. Anfangs ruhe er. Spater sollen seine Tlieile 
durch innere Kraft© in relative Bewegungen gerathen. So- 
bald dieselben zu zwei verschiedenen Zeiten i^ imd t^ die 
gleiche relative Lage gegeneinander haben, tanas nothwendig 
aach der Scbwerpunkt des Korpers die gleiche absolute Lage 
im Raiime haben, da er diese llberhaupt nicht andert. Aber 
der Korper kann sich wahrend der Zeit i^ — t^ beliebig um 
den Schwerpimkt gedrebt haben, wenn gewisse Theile des- 
aelben nicbt auf dem gleichen Wege in ihre ursprlingliche 
Lage zuriickgekehrt aind, auf welchem aie diese verliessen, 
aondem aicb in geschlosaeoen Bahiien bewegt haben, die 
eine endliche Flache umschliessen. 

Eine frei im Ranme schwebende, anfangs ruhende Katze 
kann sich behebig um ihre Axe drehen, wenn sie ihre Pfoten 
in vom Korper weggeatreckter Lage nach links bewegt, dann 
gegen den ESrper zu einzieht, im eingezogenen Zustande nach 
rechts bewegt, dann wieder auastreckt und dasselbe Spiel 
wiederholt. Dieaelbe Katze kann aber in keiner Weise die 
Lage ihres Schwerpunktea and em. So lange sehr Yiele 
Schiffe im Sinne der Axendrehung um die Erde herumfahren, 
wird der Tag verlangert. Die Axendrehung des ala feat ge- 
dachten Erdkorpers nimmt zwar sofort wieder die alte G-e- 
schwindigkeit an, aobald die Schiffe still stehen, aber eine vom 
Erdmittelpunkte nach einer featen Bergspitze am Aequator 
gezogene Gerade iat durch daa Manover der Schiffe dauemd 
um eine bestimmte Constante in ihrer WinkeHrehung zuruck- 
geblieben, also die astronomische Zeit ist zuruckgeblieben. 
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IV. Das Princip der virtuellen Verschiebungen. 

§ 32. Starre und einseitige Verbindungen. 

Wir woUen wieder der Wirklichkeit um einen Schritt 
naher treten. In der Erfahruiig sind una zablreiche KSrper 
gegeben, welche die mannigfaltigsten Bewegungen im Raume 
maclien, ohne dasa sich dabei itre Gestalt, also die relative 
Lage ihrer einzelnen Theile gegeoeinander in bemerkbarer 
Weiae ver^ndert. Wir nennen solcLe Korper feste, i:nd 
bUden una das Ideal eines starren Korpera, d. h. eines 
Korpers, dessen Theile in ihrer relativen Lage niemals die 
mindeate Veranderuiig erfahren konnen. 

Wenn wir una also einen aolchen KSrper aua materiellen 
Punkten bestehend denken, so miisaen die Coordinaten der- 
aelben wahread der ganzen Bewegung gewiaae G-leichungen 
erftillen, welche ausdriicken, daas die Entferaung je zweier 
dieaer materiellen Punkte constant bleibt. Wir nennen dieae 
Gleichungen die Bedingungeo des Systems. Ihr Besteben, 
sowie das sehr verschiedener anderer wahrend der Bewegung 
materieller Punkte, konnen wir una durch Specialisirung des 
jeo mechaniscben Bildes gut darstellen. 
Von der Bewegung starrer KSrper erbalten wir folgender- 
I ein anschaulichea Bild. Wir denken uns ein System 
von sehr yielen aebr dicbt gedrangten materielleji Punkten. 
Dieae materiellen Punkte soUen aich ganz nach den bisber 
aufgesteUten Geaetzeu bewegea. In einer beatimmteu rela- 
tiven Lage der materiellen Punkte (der Normallage), welche 
eben die Gestalt dea featen KOi-pers bestimmt, soil die Resul- 
tirende aller inneren Krafte, welche auf jeden derselben 
wirken, gleich Null sein. Sobald aber die Entfemung irgend 
zweier benaehbarter materieller Punkte nur ein klein wenig 
grosser oder kleiner wird, soUen sofort enorm grosse innere 
Krafte auftreten, welehe sie wieder in die urapriinglicbe 
Entfernung (die Normalentfemung) zuriickzntreiben auchen. 
Diese Bedingungen aind sicher erfilllt, wenn wir folgende 
apecielle Annabmen Uber die inneren Krafte macben. Fiir 
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jeden materiellen Pankt soil es mindestens drei oder melir 
andere, nicht mit ihm in einer Ebene liegende Punkte (wir 
wollen sie seine Naclibarpunkte nennen) Ton folgender Be- 
Bchaffenheit geben; Die Kraft f{r), welclie zwischen ihra 
und einem Nachbarpiankte in der Entfernung r wirkt, soli 
gleioh Null seio, sobald r gleich der Normalentfernung ist, 
aber einen sehr grossen positiven Werth aanehmen, sobald 
r ein wenig kleiner, dagegen einen sehr grossen negativen 
Werth, sobald r ein wenig grosser als die Normalentfemimg 
ist. Im ersterenFalle soil also sofort eine enorme Abstossung, 
im letzteren eine enorine Anzielmng auftreteu. Wir sagen 
dann kurz, die beiden materiellen Punkte sind ataiT ver- 
bunden, da die awisclien ihnen wirkende Centrikraft weder 
gestattet, daas ihre Entfernung erliebiich grSsser, nocli auch 
kleiner als die Normalentfernung sei. Pur alle iibrigen mate- 
riellen Punkte, welche nicht das Verhalten derjenigen zeigen, 
die wir Nachbarpunkte nannten, soU die zwiBchen ihnen 
wirkende Kraft in der Normalentfernung und in nicht vie! 
davon verachiedenen Entfemungen verachwinden. 

Wenn ausser die a en inner en Kraften noch beliebige 
andere, von fremdeu Punkten auagehende ^uasere Krafte auf 
das Punkteaystem wirken, so treten, sobald wahrend der Be- 
wegung die materiellen Punkte ihre relative Lage nur ein wenig 
andern, sogleich enorme Krafte auf, welche die urspriingliche 
relative Lage wieder herzustellen suchen, das System wird also 
angenahert das Bild eines starren Korpers bieten, wenn wir 
die durch kleine Deformationen geweokten inneren Krafte ge- 
niigend gross gegenuber den auaseren denken. Allerdings nur 
angenahert; denn es werden bei Wirksamkeit ausserer Krafte 
im AUgemeinen immer kleine Gestaltanderungen eintreten, ja 
in bestimmten Specialfallen, wo eine Dimension des von den 
Punkten erfiillten Raumes klein ist, z. B. wenn dieser die 
Geatalt einer Uhrfeder hat, werden auch grossere Defor- 
mationen mSglich sein. Ea weicht also unaer Bild von dem 
Ideale des absolut starren KSrpers ah; aber gerade in der- 
selben Weise, in der auch die wirklicheu festen Korper von 
diesem Ideale abweichen, 

Ausser der starren Yerbindung zweier materieller Punkte 
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ist noch eine andere Verbindungsart, welche wir die ein- 
aeitige nennen wollen, von hoher Wiohtigkeit. Wir haben 
bisher angenommen, dass die zwischen zwei materiellen 
Punkten wirksame Kraft weder eine bemerkbare Annalierung 
Qoch Entfemung gegeniiber der Normaldistaaz zula,sst. 

E3 soil jetzt die Kraft entweder zwar fUr jede Eiit- 
fernung, die nur ein wenig grosser ist, als die normale, 
einen enorm grossen negativen Werth annehnien, aber fiir 
die normale und jede kleinere EntfeTnung Null sein, oder 
zwar fur jede Entfemung, die nur ein wenig kleiner als die 
normale ist, einen enorm grossen positiven Wertb haben, 
aber wieder fiir die normale und jede grossere Entfemnng 
Null sein. In ersterem Ealle wird die zwischen den beiden 
materiellen Punkten wirksame Kraft zwar jede Entferiiung 
ilber die normale Distanz i^erbindern, sicii aber einer be- 
liebigen Annaherung niclit in den Weg stellen, in letzterem 
Falle ist die Annaherung uber eine gewisse Grenze unmiig- 
licb, aber einer beliebigea Entfernung steht nichta im Wege, 
Wir sagen in dieaen beiden Fallen, dass die beiden mate- 
riellen Ptinkte einseitig verbunden aind. 

Ein angeiiahertes Beispiel fur den ersten Fall bieten 
uns zwei durch einen diinnen, nahezu unausdehnbaren Faden 
verbundene kleine Korper, ein Beispiel fiir den zweiten Fall 
zwei starre Kugeln, deren Mittelpunkte sich entfemen, aber 
in keinen kleineren Abatand gelangen konnen, als die Summe 
ihrer Radien. 

§ 33. Terschiedene Formen der Bedingungen, denen Punkt- 
systeme nnterworfen sein konnen. 

Man kann durcb derartige Verbindungen Falle darstellen, 
wo zwiscben den Ooordinaten der Punkte eines Systems Be- 
dingungsgleiehungen Yorhanden sind, z. B. den Fall einer 
Masse, welche gezwungen ist, wahrend ihrer Bewegung auf 
einer Yorgeschriebenen Flache oder Curve zu bleiben. Die 
Darstellung geschiebt in diesem Falle in folgender Weise: 

Eh soU eine Kugel Yom itadiua a ausserordentlich dicht 
iind gleichffirmig mit starr verbundenen materiellen Punkten 
erfiillt sein, so dass sie sich angenabert wie eine starre mate- 
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rielle Kugel verhalt. Ferner BollenzweicoatinuirlieheFlaehea, 
deren senkrechter Abstandimmerund uberall gleicb(gleich26) 
ist, unendlich dicht mit anderen materiellen Punkten besetzt 
sein, welche entweder durcb entaprechende Krafte unver- 
anderlich im Eaume festgehalten oder in yorgeschriebener 
Weise bewegt werden, jedocb so, dass der senkrecbte Ab- 
Btand der beiden Flachen immer und ilberall gleich 2i bleibt. 
Wir bezeiclinen diese letzteren materiellen Punkte als die 
der Vorrichtung, welche die Bewegungsfreilieit bescbrankt. 
Die Kugel soil sich anfangs genau zwischen den beiden 
Flachen befinden. Die Kraft, ■welche irgend ein materieller 
Pnakt einer der Fiaohen auf irgend einen materiellen Pnnkt 
der Oherflache der Kugel ausiibt, soil in der Entfemung 
h — a und einer grSsseren gleicb Null, in einer ein wenig 
kleineren Entfernung aher schon gleich einer enorm grosseo 
Abstossung sein. Andere Krafte sollen zwischen den mate- 
rieileu Punkten der Kugel und der Vorrichtung nicht wirken. 
Die Distanz zweier benaohbarter materieller Punkte soil 
eowohl in der Kugel, als auch in den beiden Machen sehr 
klein gegeniiher b ~ a sein. Wir haben dann den Fall nach- 
geabmt, dass sich eine vollkommen glatte starre Kugel 
zwischen zwei vollstandig glatten festen Fl§,ohen hewegt. 
Der Sehwerpunkt der Kugel, weleher mit ihrem Mittelpunkte 
zusammenffillt, muss dann, wenn noch beiiebige aussere 
Krafte auf ihn wirken, eine aolche Bewegung niachen, dass 
er fortwahrend auf der zwischen beiden Flachen in der 
Mitte liegenden Flache bleibt, welche unver^nderlich oder 
mit der Zeit in gegebener Weise yeranderlich ist, je nach- 
dem diese Flachen es sind. Es wird also wahrend der 
ganzen Bewegung zmechen seinen Coordinaten eine G-leicbung 
bestehen, welche im letzteren Falle die Zeit explicit enthalt 
Will man die Bewegung eines einzigeu materiellen Punktes 
daratellen, weleher gezwungen ist, auf einer Flache ziibleiben, 
so kann man sich alle Punkte der Kugel bis auf den Mittel- 
punkt masselos denken oder die Kugel durch einen einzigen 
materiellen Punkt ersetzen, auf den sehr grosse abstossende 
Ki^fte wirken, wenn seine Entfernung von irgend einem 
Punkte einer der Flachen ein wenig kleiner als b wird. Die 
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Entfemung zweier Nachbarpunkte auf je eiaer der Flaoben 
muse verschwindend klein gegen b aein. 

Bilden die materiellen Punkte der Vorrichtung eine 
Riihre von iiberall gleichem kreisformigen Quersclmitte, 
welche die Kugel oder den eiuen materiellen Punkt um- 
schliesst, so erhalten wir eine Maese, die gezwungen mt, sich 
auf einer vorgeschriebenen Curve zu bewegen; dann besteben 
also wahrend der ganzen Bewegung zwiscben ibren Coordi- 
nate n zwei Gleichungen. 

Es versteht sich von selbst, dass man mittelst der 
gleichen Hillfemittel sehr verschiedene Falle realisiren kann, 
wo sich matfirielle Punkte so bewegen, dass zwiscben ibren 
Coordinaten wahrend der Bewegung irgend eine Zabl von 
G-leichungen bestebt, welcbe die Zeit explicit entbalten oder 
aucb von ihr unabhEingig sein konnen. 

Jede Bedingung des Systems, welcbe durcb eine Gleicbung 

zwisehen den Coordiuaten x^, y-^ --■«„ seiner materiellen 
Punkte darstellbar ist, welche die Zeit t explicit entbalten 
kann oder nicbt, wollen wir eine holonome B edingung nennen. 
Ein System, welches nur bolonomen iiedjngungen unter- 
worfen ist, nennen wir ein holonomes System. 

Durcb starre Verbindungen materieller Punkte kQnnen 
aucb Gleicbungen dargestellt werden, welche ausser den 
Coordinaten noeh deren Differentiale in einer Verbindung 
entbalten, die einen nicht integrabeln Diiferentialausdruck 
darateUt. Wenn wieder x^, y^, ... *^ die Coordinaten der 
materiellen Punkte sind, so ist die einfacbste Form dieser 
Gfleicbimgen die folgende: 

78) rdt + ^j^dx^ + Vi^y^ + ... £„(?«„ = 0, 

wobei r, li , *?i , ... ^„ bebebige Punctionen von i, a^, j/^ . . . «„ 
sind und die linke Seite keinen integrirenden Factor bat.') 
Jede Bedingung, welche nur in dieser Weise darstellbar ist, 



') Noch allgen 
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iiennen wir eine nicbt bolonome und ein System, UBter 
dessen Bedingimgen sich auch nor eine nicht holonome be- 
iiEdet, nennen wir ein nicht holonomes. 

Eine solche Sleichung wi!lrde sich ergeben, wenn aich 
eine starre Kugel, deren Oberflache vol! von ausserordent- 
Hch vielen aqnidistanten, sebr feinen Spitzen ware, zwischen 
einer glatten und einer mit zahlreichen L&chem verselienen 
Flache so bewegen -wiirde, dass die Spitzen stets in die 
Locher eingreifen, wodurcb mit beliebiger Annaherung die 
Bedingung dargestellt werdeu konnte, daas eine feste Kugel 
gezwungen ist, auf einer festen oder ver&nderlichen Fl^che 
zu rollen, Ob nicbt holonome Bedingungen durch unser Bild 
andecs, als in (iiesem Sinne mit beliebiger Annaherung dar- 
geatellt werden kiinnen, laase ich dahingestellt. 

In der Mechanik wird banfig aucb der Fall betrachtet, 
daaa zwiachen den Coordinaten gewisser materieller Punkte 
nicht Gleichungen, sondern Ungleichungen bestehen. Sei 
ff> (x, y, s;) eine Function der rechtwinkeligen Coordinaten, 
X, y, K eines Punktes, welche auf einer gescblossenen Fl§.che 
(der Mache F) gleicb Null, innerhalb derselben < 0, auaser- 
balb > ist. Die Bedingung, dasa fiir eioen materiellen 
Punkt wahrend der ganzen Zeit seiner Bewegungq^(a;,*f,!i;)^0 
sein soU, kann man dann dadurch darstellen, dass man ausser- 
halb der Flache F eine andere Fl^che O construirt, welcbe 
von der Flacbe F immer den senkrecbten Abstand a hat 
nnd dicht mit materiellen Punkten beaaet ist, welche alie 
auf einen anderen materiellen Punkt in einer Entferuung, 
die grosser oder gleicb a iat, keine Kraft, in einer Eat- 
fernung aber, die nur wenig kleiner als a ist, sogleich eine 
ausserordentlich grosse Abstossung ausiiben. Die Entfemung 
je zweier benachbarter materieUer Punkte auf der Flache Q 
sol! dabei sebr klein gegen a sein. Wir baben dann eine 
undurchdringliche, Tollkommen glatte Schale nachgebildet, in 
deren Innern eich eine materielle Kugel befindet, 

Es konnen also in Folge einseitiger Verbindungen Un- 
gleichungen bestehen, welche nur die Coordinaten der ver- 
schiedenen materiellen Punkte und eventuell aucb die Zeit t 
L enthalten, also die Form 
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79) 9pft3^,yi--.*„1^0 

haben. Wir nennen sie dann holonome Bedi 



c huD^en. Die betreffenden Ungleichungen konnen aber aucli 
^te^Differentiale der Coordinaten enthalten, ohne auf die 
Form 79) reducirbar zu sein (n ight bolonoine Bedingun ga- 
ungleichungen ). in welcliem Falle wir uhb auf solche be- 
scliraiiken, welche ui die Form 
80) tdi + l^da^i +ijjd!/i ... ^^d%^^0 

gebracht werden konnen. 

Urn die Mannigfaltigkeit der auf diese "Weiae construir- 
baren Modelle zn zeigen, wollen wir uns noch eine enorm 
groase Zatl gleicb beschaffeoer materieller Punkte denken, 
welche alio in der aehr kleinen Entfernung a und in groaserer 
Entfernung nicht anfeinander wirken, sich aber in ein wenig 
kleinerer Entfernung sofort sebr stark abstossen. AUe diese 
materiellen Punkte sollen dutch irgend eine auasere Druck- 
kraft in einem G-efaase dicht aneinander gedrangt werden, 
80 daas zwei benachbarte immer sehr nahe die Entfernung a 
haben. Sie werden sicb dann wie winzig kleine, vollkommen 
glatte Sandkorner oder auch wie die Theilchen einer reibungs- 
losen unzusammendriickbaren Flttasigkeit yerhalten. Letztere 
konnen ja auch nur durch einen auf ihre Oberflache wirkenden 
Druck an der vollstandigen Verdunatung verhindert werden. 

Ea kann nun sein, daas wir dieselben Gleichungen oder 
Ungleichungen nicht bios in einer, aondem in mebreren 
Weisen durch verschiedene Vorrichtangen erzielen konnen, 
z. B. die Ungleichung a;^ + j/* + «* ^ 1 dadurch, dasa wir 
einen materiellen Punkt durch einen anausdehnbaren, aber 
vollkommen biegsamen Faden niit dem fix gedachten Coordi- 
natenuraprung verbinden oder daas wir ihn in eine starre 
Hohlkugel einschlieasen. Wir werden aehen, daas die Be- 
wegungagleichungen, welcbe wir aua dem mecbanischen Bild 
erhalten, nur von dem "Werthe der espliciten Krafte und 
der Form der Bedingungagleichungen oder Ungleichungen 
abhangen, nicht aber davon, ob diese Gleichungen oder 
Ungleichungen durch die eine oder andere Vorrichtung 
realiairt sind. In alien Fallen also, wo die Bewegung durch 
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die Bewegungsgleichungen, die Anfangslagen, die Anfangs- 
gescliwindigkeiten und deren Riclitungen eindeutig bestimmt 
ist, kann sie nicht von der speciellen Art abhangeii, wie diese 
Bedingungen mechanisch realisirt sind. 

Wenn wir im Folgenden von irgend welchen Bedingungeu 
sprechen, so verstehen wir danmter immer solche, welche 
durch Btarre oder einseitige Verbindungen irgendwie realiairt 
werden kOnnen. Unter den dabei geltenden Bewegungs- 
gieichungen verstehen wir diojenigeo, welclie nacb dem 
mechauischen BQde ans diesen Verbindungen folgen. Man 
hat es als Belbstversta.iidlich betrachtet, dass fiir die Be- 
wegungsgleichungen nur die Beschrahkung maassgebend sein 
kann, welche die Bewegung durch die Bedingungen in der 
nnmittelbar benaehbarten Zeit erfahrt, sowie dass diese durch 
Relationen bestimmt ist, welche wie die Eelationen 78) oder 
80) die Coordinatenznwachse linear entbalten und worin die 
Coordinaten selbst als constant angesehen werden kOnnen. 
Man hat dann bewiesen, dass jede solche lineare Relation 
zwischen den Coordiaatenzuwachsen durch starre und ein- 
seitige Verbindungen hergestellt werden kann, dass also be- 
liebige Bedingungen durch allerdings mit der Zeit wechselnde 
starre und einseitige Verbindungen mit passend gewahlten 
materiellen Punkten ersetzt werden k5nnen. Wir woUen je- 
doch hiera\if nicht naher eingehen und nicht nSJier prilfen, 
ob ee moglich ist, alle denkbaren Gleichungen und Un- 
gleichungen zwischen den Coordinaten in dieser Weise zu 
reaJisiren; fiir uns existiren nur solche Bedingungen, die wir 
in dieser Weise realisiren kSnnen, Ebenso wenig konnen 
und woUen wir einen Beweis liefern, dass sich in der Natur 
KSrper, welche wahrend ihrer Bewegung solchen Bedingungs- 
gleichungen unterworfeu sind, nach den ans unserem Bilde 
folgenden Gesetzen bewegen. Zu priifen, in wie weit dies 
der Fall ist, ist Sache der Experimentalphysik. 

§ 34. Begriff der explioiten, verlorenen Kraft, der virtuellen 
VerBchiebung, etc. 
Wir woUen nun die Gleichungen fiir den allgemeinsten 
Fall ableitfin, welcher durch unaer Bild dargestellt werden 
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kann. Es sei ein System von n materiellen Punkten ge- 
geben, von denen beliebige starr oder einseitig antereinander 
oder mjt anderen p, materiellen Punkten verbunden aind, 
welche letztere entweder fix sind oder sich irgeadwie in 
YOrgeschriebener Weise im Raume bewegen. 

Die Krafte, welche von dieaen Verbindungen heirUlireii, 
nennen wir die Verbindungskrafte. Ausserdem konnen uoch 
beliebige der m materiellen Punkte, die nicht starr verbunden 
sind, untereinander Centrikrafte ausiiben [die inneren expli- 
citen Krafte) oder es konnen beliebige andere {v) materielle 
Punkte Torhanden sein, welche beliebige Centrikrafte auf 
irgend welche der n materiellen Punkte ausiiben (die ausseren 
explieiten Krafte). Wir nennen alle diese Krafte die expli- 
citen Ki'Mte, weil aie nicht von den starren oder einseitigen 
Verbindungen der n Punkte untereinander oder mit den 
It Punkten herriihren.') 

Die Verbindungen kQnnen wir immer durch gewiase 
Gleichungen oder TJngleichungen zwischen den Coordinaten 
der n materiellen Punkte ersetzen, welche wir die Bedinguugen 
des Systems nennen. 

Wir bezeichnen nun mit m^ die Masse irgend eines 
unserer n materiellen Punkte (des Aten), mit a^, ^^, «^ dessen 
Coordinaten zur Zeit i, mit j^, ^^, i,^ die nach den Coordi- 
natenrichtangen geschatzten Componenten der Eesultirenden 
aller Verbindungskrafte, sowie mit X^, Yj^, Z^ die ebenso ge- 
Bchatzten Componenten der Eesultirenden aUer explieiten 
Krafte, welche zur Zeit i auf diesen materiellen Punkt 
wirken, Dann erbalten wir nach 13) folgende Gleichungen: 



dt 



-/ +i 



') Die explieiten Kiifte fallen ndturlith mit 1 
sammen, tails die n materiellen Fimkte kerne anderen Ki-kfte ala die 
Veibmdungskrafte anieindnder auBuben d h falls zwischen ihnen 
kerne andeien Centnkrfifte als dieienigen thitig sind welche die Ver 
bindungagleichungen erk ilten z B wenn es die Thclclien eioes ein 
zigen oder mehrerer nicht aufem-indei feinwirkender festei odei 
tropf bar flusaiger Korper Bind 
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Tlieila um das Verstandniss anderer Schriften, wo diese 
Bezeichnungea gebraucht aind, zu erleichtern, theils weil 
■wirklich eine anschauliche Terminologie der Auffassung 
wesentlich zu Hiilfe kommt, woUen wir noch folgende Be- 
zeichnimgen einfohren; Die Summe (natlirlich Vectoraumme) 
der expliciten und der Verbindungakrafte, welche auf einen 
Punkt wirken, nennen wir die Totalkraft auf diesen Punkt. 
Die Componenten der auf einen Punkt de8 Systems wir- 
kenden Totaikraft in den Coordinatenricbtungen sind also 
die Ausdriicke 81). Sie sind gleich den mit der Masse des- 
selben multipbcirten entsprecbenden Componenten der wirk- 
licb eiutretenden Beachleunigimg dieses Punktes, was selbst- 
verst^ndlicb ist, da ja die Totalkraft die Summe aller Krafte 
darsteUt, die ilberhaupt auf den betreffenden Punkt wirken. 
Dagegen fallen die wirldichen Beschleunigungen nieht 
mit denen zusamtnen, welcbe durcb die expliciten Krafte 
alleiu bewirkt wurden. Wir steUen uns da vor, dass durcb 
die Verbindnngen ein Theil der expliciten KrSfte ffir die 
erzeugte Bescbleunigung verloren gebt. Dieser Tbeil der 
expliciten Krafte, welcber fiir die wirkbcbe Besehleunigung 
verloren gebt und nur den Widerstand der Verbindungen 
uberwindet, soil als die verlorene Kraft bezeichnet werden. 
Die verlorenen Krafte sind also gleicb, aber gerade ent- 
gegengesetzt gerichtet den Verbindungskraften, da sie von 
letzteren aufgeboben werden. 

82) -%,„ -Dft, -h 

sind also die Componenten nach den Coordinatenriehtungen 
von derjenigen Kraft, die von der auf m^ wirkenden expli- 
citen Kraft verloren geht. Wenn man von der expliciten 
Kraft, deren Componenten X^, T^, 2^ sind, die aUein zur 
Wirksamkeit kommende Totalkraft, deren Componenten 
Xj^ + jj, Y^ + %, 2 + ^^ sind, abziebt, so erhalt man das, 
was dwrcli die Verbindungakrafte verloren geht, also die 
Auadriicke 82). 

Femer wollen wir im G-egensatz zur wirkllchen Be- 
scbleunigung irgead oines materiellen Punktea, welcbe in 
der Abscissenricbtung die Componente 
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hat, diejenige, die deraelbe materielle Punkt, wemi keine 
Verbindungen vorhanden waren, durch die expliciten Krafte 
allein erhalten hatte, die esplicite Bescbleimigung nennen. 
Ibre Projection auf die Abscissenriehtung ist 

Durcb die Verbindungen ivird die explicite Bescbleunigung 
auf die wirkiiche redncirt. Was dabei verloren gebt, also 
die durcb die VerbindungsiErafte verloreno Bescbleunigung 
erbalten wir, wenn wir von der expliciten Bescbleunigung 
die wirklicbe abziehen, so dass also 

die Componente der verlorenen Bescbleunigung des Punktee m^ 
in der Abscisaenricbtung ist. Dieselbe iat wieder gleicb, aber 
entgegengesetzt gericbtet als die durcb die Verbindungskrafte 
allein erzengte Bescbleunigung. 

Die Componenten Zj,, 7^, Z^ der expliciten Erafte 
setaen wir als gegeben vorans, die der Verbindungskrafte 
Sh' %' h werden wir im folgenden Paragraphen eliminiren. 
Zu diesem Zwecke fassen wir die Lage sammtlicber materieUer 
Punkte zu irgend einer Zeit t ins Auge und denken uns jedeni 
Eaumpunkte, wo sicb irgend einer der n materiellen Punkte 
zur Zeit i befindet, eine ganz faeliebige, unendlicb kleine Ver- 
achiebung ertheilt. Die Coordinaten k^, y^, \ des Eaumpunktes, 
wosiob zurZeiti der fete materielle Punkt befand, sollen dabei 
um Sx^, Syi,, Sx/^ wacbaen. Alle diese Coordinatenauwacbae 
sollen nur der einen Bedingung unterworfen sein, dass aie 
den Bedingungsgleichungen und Ungleichungen des Systems 
zur Zeit t genilgen, in denen jedoch die Zeit t, inaofem sie 
explicit darin vorkommt, als conatant zu betrachten ist Die 
so erbaltenen Bedingungen des Systems miiasten also erfiilit 
bleiben, wenn jeder materielle Punkt wirklicb von dem Eaum- 
punkte, wo er zur Zeit t iat, nach derjenigen Stelle versetzt 
wiirde, wohin dieser Eaumpunkt verscboben wurde. 

Wir woUen alle moglicben unendlicb kleinen Vei 
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bungen, welclie dieser eineo Forclerung genugen, virtuelle 
Verschiebungen nennen. Dieselben aind durcbaus nicbt zu 
verwechseln mit den Veracbiebungen, welcbe die materiellen 
Punkte wirklich wahrend des auf die Zeit t folgenden Zeit- 
differentiales dt erleiden. Letztere nennen wir die wirk- 
Ijcben Veracbiebungen wabrend der Zeit dt. Die Zuwachae, 
welcbe in Folge der letzteren Verschiebungen die Coordi- 
naten dea ftten der w materiellen Punkte erleiden, bezeichnen 
wir mit dxj^, dy^, dz^^ und nennen aie die Differentiale der 
Coordinaten zam XJnterscbiede von Sx^, §y^, 5«^, welcbe 
wir die Yariationen der Coordinaten nennen. 

Wenn die materiellen Punkte, welche wir die fi mate- 
riellen Punkte nannten, welcbe wir also zur Eealisimng der 
Bedingungen dea Systema benutzten, fix im Eaunie aind, 
mit anderen Worten, wenn die Bedingungen dea Syatems 
mit der Zeit nnyeranderlich sind, 30 miissen die Differentiale 
denselben Bedingungen wie die Variationen geniigen. Es 
kflnnen also die Variationen auch gleich den Differentialen 
gemacht werden, aber der erstere Begciff ist viel allgemeiner, 
indeni er iiberbaupt aile moglicben unendlicb kleinen Zu- 
wacbse umfasst, welcbe den Bedingungen genugen, wabrend 
der letztere nur diejenigen epeciellen Zuw^cbse ausdrUckt, 
welcbe wabrend der Zeit d t wirklicb eintreten. Wenn da- 
gegen die Bedingungen dea Systems die Zeit explicit enthalten, 
80 sind Iiberbaupt im Allgemeinen die Bedingungen fiir die 
Differentiale andere als fiir die Variationen. Faasen wir eine 
bolonome, die Zeit explicit entbaltende Bedingung ina Auge, 
die sich durcb die Relation 77) oder 79) auaapricht. Dann 
miissen die variirten Coordinaten x^ + Bx^^, yi, + Syj^, »^+^j;^ 
noch immer der Bedingung genugen, welche zur Zeit t be- 
stebt, wogegen die der Zeit t + dt entsprechenden Coordi- 
naten x^ + dx^, y + dy^, s^ + d% der Bedingung geniigen 
miissen, welche zur Zeit t -\- dt bestebt. Man bat also, falls 
die Function ij> far die betreffenden Wertbe der Variabeln 
differentiirbar ist: 






so, 
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wogegen man fiir die Differentiale die Relation hat: 

Es gilt das blosse Gleiehlieitszeichen oder beide Zeiclien, 
je nachdem die Relation durch 77) oder 79) definirt ist. 
Bei einer nicht holonomen Bedingung miissen die Diffe- 
rentiale eine Relation von der Form 78) oder 80) erfiillen. 
Wenn man darin t constant setzt, 80 erhalt man die zwischen 
den Variationen bestehende Relation. Letztere ist also 

88) S(l»''>=„ + ■!.«». + &«»'«)S0, 

wobei natUrlich wieder das Gleicbheitszeiclien der Relation 78), 
beide Zeicben der Relation 80) entsprecben. Die Eelationen 86) 
und 87) sind ilbrigens nur specielle Falle der Eelationen 80) 
und 88), die man erhalt, wenn man darin 

setzt Natiirliub sind die Relationen 86) und 87) nicbt 
gleichbedeutend mit der Relation 79), da aus letzterer die 
GHUtigkeit der ereteren ReKtionen nur folgt, wenn die Aus- 
gangswertlie der Cooidinaten die Gleichung 77) befriedigen. 
Wenn das Ungleichheitszeicben gilt, so sind auch andece 
Ausgangswerthe moght^li und dann besagt die Relation 79) 
gar nichts iiber die Difterentiile oder Variationen. Ea wSre 
auob mbglich, dass eiue niclit liolonome Relation von der 
Form 80) nur im Falle des Beetehem gewisaer Gleicbungen 
zwischen den Coordinaten gilt, z. B. nur so lange ein fester 
Korper eine gewisee Flache berubrt, die er nacb einer Seite 
verlassen kann. Eine virtuelle Verriickung des Systems ist 
in jedem Falle jede nnendlieh kleine Verriickung desselben, 
bei welcher die Verschiebungen aller n Punkte des Systems 
alien, durch irgend welche Bedinguugen desselben vor- 
geachriebenen Relationen 86) oder 88) geniigen. 
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§ 35. Mathematiacher Auadruek des Prineips der virtuellen 
Verschiebiingen, 
Es seien nan Sx^, Sy^ . . . Sz^ die irgend eiiier virtuellen 
Verrilckung des Systems entsprechenden Coordinatenzuwachse. 
Wir multipliciren von den Gleichungen, welche wir aus 81) 
erhalten, wenn wir ft = 1 aetzen, die erste mit §x^, die 
zweite mit dy^, die dritte mit Sx^, ebenso von den Glei- 
chungen, die wir ana 81) erhalten, weun wir ft = 2 setzen, 
die erste mit Sx^, die zweite mit Sy^, die dritte mit Sx^ u. s. f, 
bis zur letzten. Indem wir dann alle so erhaltenen Glei- 
chungen addiren, folgt: 



90) 






Es sei nan m,^ ein zweiter materieller Punkt, mit 
welchem der materielle Pimkt mit der Masse m^ starr oder 
einseitig verbunden ist, x^, y^, %^ seien die Coordinaten des 
zweiten materiellen Punktea, ?-^^ die Entfemung beider mate- 
rieller Punkte, fhTc^Ttt) ^^ vermoge der starren oder ein- 
seitigen Verbindung zwischen ilinen wirkende Kraft. Dann 
liefert diese Kraft in die reclite Seite der Gleicbung 90), je 
nachdem der Punkt m^ den n Punkten oder den ji Punkten 
angehort, drei oder secha Addendea, deren Summe jeden- 
falls gleich 



91) 



~Sx^] + {y^~y^{hy^-Sy^ 



ist, wobei dvj^^ der Zuwacks der Entfernang fj,^ in Folge 
der virtuellen Verschiebungen ist. Es ist ja 

Der Auadruck91) gilt unverandert, ob der materielle Punktm^ 
ebenfalls den n materieUen Punkten oder ob er den ;* mate- 
riellen Punkten angehort; denn in letzterem Falls ist einfacli 



y Google 



Gl. 91.] IV. §35. VerscMebungsprincip. 129 

§Xj^ = §y^ = Sxj^ = 0, da die virtuellen VerscMebtmgea ohne 
Aenderung der Bedingungsgleiehungen, also ohne Aende- 
rung der Lage der fi materiellen Puukte vorzimebmen sind. 
In letzterem Falle liefert die betreffende Verbindnngskraft 
nur drei Addenden in die reohte Seite der Gleichung 90). 
Wenn nun die beiden materiellen Pnnkte m,, und m^ 
starr miteinander verbunden sind, so miissen die Verscbie- 
bungen, damit sie virtuell seien, so gew^hlt werden, dass 
dabei die Entfernung der beiden Pnnkte unverandert bleibt, 
also dr^i^ = ist. Dann reducirt sich also der Axisdruck 91) 
auf Null. Sind aile Verbindungen starr, bo reducireo aich 
daber fur jede Verbindung zweier der n Punkte je secbs 
Glieder, fur jede Verbindung eines der n Punkte mit einem 
der /i Punkte aber je drei Glieder der recbten Seite der 
Gleichung 90) auf Null. . Es ist also dann die gesammte 
rechte Seite dieser Gleichung Null,^) 

Fur einseitige Verbindungen zweier materieller Punkte 
sind zwei Falle miiglicb. 

1. Die zwischen beiden Punkten wirkenden Krafte lassen 
keine Verkleinerung der Entfernung derselben zu, obne sich 
ihrer Vergrosserung zu widersetzen. Dann kann die zwischen 
den Punkten wirkende Kraft f^^(r^^ nicbt anziehend, also 
nicht negativ sein. Aber auch die Entfernung der Punkte 
kann nicht abnehmen, auch Sr^^^ kanu nicbt negativ sein^ 
der Ausdruck 91) kann daber nicht negativ, er kann nur 
gleich Null oder positiv sein. 

2. Die Kraft verbindert nur die Vergrosserung der Ent- 
fernung, dann kann sie hochstens anziehend, niemals ab- 
stossend sein, kann also keinen positiven Werth haben und 
auch Stj^j^ kann nicht positiv sein. Das Product 91) ist also 
wjeder entweder gleich Null oder positiv, niemals negativ. 
Denn damit ee negativ ware, milsste nothwendig ein Factor 
negativ, der andere aber positiv sein. Daraus folgt, dass 
wenn unter den Verbindungen einseitige sind, die recbte 



') Das im Teste Geeagte gUt fiir exact starre VerbinduDgen 
mattematisch exact, physikaliach aber gilt es nor angenabert. So ist 
hervorzubeben, dass die Entetebung von unsiehtbaren Scbwingimgen 
dec Punkte gegeneinander aus unaecem Bilde sogar vorauszuaeben ist. 
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Seite der Gleichung 90) jedesmal nur gleich Null oder positiv, 
niemals negativ seio kann, also 

Daseelbe muse daher auch you der linken Seite gelten und 
wir erhalten: 

wobei fur durchaus starre Verbindungen das Gleicblieita- 
zeichen, fi\r einseitige das Gleicbheits- oder Ungleichheite- 
zeichen gilt. 

Wir wollen das durcb dieae Gleichung ausgesprochene 
Princip das der virtuellen Verscbiebungen nennen, indem 
wir diesen Namen in etwas aUgemeinerem Sinne als La- 
grange gebrauchen und Verallgemeinerungen, die durcb 
Fourier, G-auss und durcb Beiziebung des d'Alerabert'- 
scben Princips daran angebracbt wurden, unter diesem Namen 
mitbegreifen. 

Wenn mekrere eineeitige Verbindungen bestelien, so 
kann es geschelien, dass jede Tirtuelle Verrlickung des Systems, 
sobald man das Zeichen samratlicher Variationen der Coordi- 
naten verkebrt, obne deren Absolutwertb zu andem, wieder 
in eine virtuelle Verriickuug ilbergebt, dass immei" die ent- 
gegengeeetzte Verriickuug aucb virfcuell ist. I)ann muss in 
alien Bedingungen bios das GleichheitsKeichen gelten, da 
ja ibre Kichtigkeit durch Umkebrung der Zeichen aller 
Variationen nicbt alterirt werden darf. Dann muss aber aucb 
in der Relation 93) wie im Falle lauter starrer Verbindungen 
immer das Gleicbheitszeichen gelten, da der Ausdruck links 
aucb filr keine rirtuelle Verriickung poeitiv sein kann; derm 
er ware sonst fiir die yirtuelle Verrackung, die dieser ge- 
rade entgegengesetzt ist, negativ, was nach dem allgemeinen 
Principe unmoglich ist. Ein Beispiel bierfiir haben wir, 
wenn eine starre glatte Kugel zwischen zwei starren glatten 
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Flacliea eingeschlossea ist, deren Abstand ilberall gleicb dem 
KugeldurchmeBser ist. Sie diirfte sicb dann von jeder der 
Flacben beliebig entfemen, kann es aber nicbt YermSge des 
Widerstandes der gegeniiberliegenden Flacbe, 

Da 2feft^''^ft+ ^?i^2'(i+ ift^^fc) ^^ bei der betreffenden 
Verrlickung von den Verbindungskraffcen geleistete Arbeit 
ist, so kann man sagen: fur jede virtuelle Verrlickung kann 
die Arbeit der von den Verbindungen berriibrenden Krafte, 
wenn lanter Sleichungen bestehen, nur gleich Null, wenu 
auch Ungleicbungen besteben, nur gleich Null oder positiy 
sein.^) Wenn die Bedingungen die Zeit niclit explicit eni> 
halten, also Ton der Zeit unabhangig gelten, so muss die 
wirkliche Verschiebung wahrend der Zeit dt mit denselben 
Bedingungen vertraglich sein, wie die virtuellen Verachie- 
bongen, also ein specieUer Fall der letzteren sein. Ea 
mass daber die Arbeit der Verbindungskrafte auch fur die 
wirklichen Versehiebungen die obigen Bedingangen erfiillen. 
Eine fixe starre glatte Jtohre kann auf eine genau Mnein- 
passende starre glatte Kugel keine Arbeit iibertragen, noch 
von ibr empfaugen. Aendert sicb aber die Lage der MitteEinie 
roit der Zeit, so kann auf die Kugel Arbeit iibertragen werdea. 
Uebrigens kann auch beim Vorhandensein von roit der Zeit 
unTeranderlichen Ungleichungen nur wahrend einer unend- 
iich kurzen Zeit der Bewegung eine unendlich kleine Arbeit 
iibertragen werden, da sich ja hierbei der einseitig gebundene 
materielle Punkt dann sogleich YOn der Vorrichtung entfernt. 

') Der Arbeit der Verbindungskrafte gleich, aber entgegengesetzt 
beaeichnet ist die der verlorenen Krafte, deren Componenten wir ja 
gleich — jn, — 5i, — jji fanden. DieTTelalJon 92) beeagt daier, das3 
die Arbeit der leteteren beim Uebergange von der wirklicben au einer 
andeten roBglicben Bewegnng nie positiv sein kann. Da Krafte jede 
Bewegung zu erzeugen streben, bei der sie positive Arbeit leiston, 
so kann man aucb. sagen, die wirkliche Bewegung geachiebt so, daas 
es keine andere ntogliebe giebt von der Beschafienheit, dass die ver- 
lotenen KrSfte den Uebergang von der wirklichen zn. jeneir mBglichen 
anstrebten. Im Falle des Gleiehgewichtes a. B. gehcn alle esplieiten 
Kr3fte verioren und dieses kann nur besteben, wenn dieselben keine 
mogUcbe Bewegong anstreben, wenn sie bei keiner moglicben Be- 
wegung positive Arbeit leisten. 
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Man k6nnte sich versuciit fiihlen, es als a priori evident 
hiazustellen, daas die Axbeit der Widerstandskriifte, welche 
gewisse Bedingmigen anfrecht erlialten, bei jeder diesen Be- 
dingungen nicht widersprechenden Bewegung gleich Null sein 
mlisae. A]lein in dieser Allgemeinheit ware diese Behauptung 
aogar tmrichtig; denn die Wideratandskrafte konnen ja mit 
Eeibung verbanden sein, welche Arbeit verzebrt. Man miisste 
daher den Satz auf reine "Widerstandskrafte, d. li. anf solche 
beschranken, die ausaer der Herlialtung gewisser Bedingungs- 
gleichungen keine Wirkung haben. I)a man die Abwesenbeit 
anderer Wirknngen kaum anders als durcb die Abwesenheit 
TOn Arbeit bei mit denBedingungenvertraglichenBewegungen 
definiren kann, so ware es am besten eiafach zu sagen, man 
verstebe anter reinen Widerstandskraften solehe, bei denen 
diese Arbeit feldt. Dieee rein negative Definition ist natiir- 
lich die allgemeinste, giebt aber keine Voratellung von der 
Art der Wirksamkeit dieser Krafte. 

Bezeichnet man mit P^ die Kesultirende aller expli- 
citen Krafta, die auf den materiellen Punkt w»^ wirken, und 
mit i?i^ die Yerscbiebung ihres Angriffspunttes, so dasa 
X^j Yf^, Zj^ und Sx,^, Sy^^, Sx.^^ die Projectionen von P^ und 
5i^ auf die Coordinatenrichttingen sind, bezeichnet man femer 
mit ^_Pj^ = ^i,^cos(P^,^y and I/^ = P^cos(P^,5y die Com- 
ponente von bl^ in der Bichtung P^ und von P,^ in der 
Eiohtmig §1^^, so ist 

Die Projection Spi^ ist positiv oder negativ zu nehmen, je 
nachdem sie in die Ricbtung von P^ oder in die entgegen- 
gesetzte falit Analog beatimmt sich das Zeichen von L^. 
Aehnlich kann 

ausgedriickt werden, wenn man den Absolutwerth der Be- 
schleunigung, ihre Componente in der Richtung der Ver- 
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Bchiebung und die Projection der letzteren auf die Eiclitung 
der Beschleunigung eiiifiihrt. 

Den Fall, dass ein System anfangs ruM und unter dem 
EinfluBse der darauf wirkenden Kr§.fte dauemd in Ruhe 
bleibt, nennt man den des G-leichgewichtea im Ruiezustande. 

Fiir diesen verschwinden alle Beschleunignngen und man 
erhalt aua 93) 

Oder nach 94) 

96) ^P,^^'k cos (-f\, S-Q g 
Oder 

97) 2 ^^ ^Pn ^ 0. 

§ 36. Lagrange's Beweis fles Principa der yirtnellen 
Verscliiebnngen. 

Dem Bestreben, die Unabbangigkeit des Principa der 
TirtueUen Verscbiebungen von irgend einer Ansicht iiber 
die nahere Natur der Krafte za zeigen, Terdankt der alte 
klaseisch 6 Beweis Lagrange's seine Entstebung. Man denkt 
sich da an den Angriffspunkt der ersten Kraft F^, welche 
auf irgend ein beliebigen Bedingungen unterworfenes System 
■wirkt, einen vollkommen glatten Ring B^ befestigt und in 
der RicMung der betreffenden Kraft einen zweiten ebenso 
glatten Ring Sj fix im Raume vorhanden, Ebenso befestigt 
man an dem Angriffepunkte der zweiten Kraft P^ den Eing R^ 
and legt fix im Raume in die Richtung der zweiten Kraft 
den Ring S^ u. s. f. 

Wir konnen mit beUebiger Annaberung voraoesetzen, 
dass die Intensitaten sammtlicher Krafte das gemeinsame 
Maasa q baben, wenn wir dasselbe genugend klein wablen. 
Es sei 

P^ = n^q, P^ = n^q, ... 

Man befestigt nun an dem Ringe S^ das eine Ende eines 
unendlicb bie^amen glatten Fadens, ziebt diesen bierauf 
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durch iJ^, dann durch S, , dann wieder dureh S-^ etc., bis 
2 n^ Fadentlieile die beiden Kiage S^ und Sj verbinden. 
Der letzte dieser Fadentheile geht durch S^ und wird von 
dort durch S^, dann durcli M^, dann wieder dureh S^ etc. 
gezogen, bie wieder zwischen B^ und S^ im Ganzen 2n^ 
Fadenstucke gezogen sind. Nun filhrt man den Faden 
nach Sg u. b. f, , bis man den letzten iixen Ring mit dem 
letzten beweglichen durch eine entsprechende Anzahl von 
Fadentheilen verbunden hat, worauf man das andere Ende E 
des Fadens aus dem letzten Einge berauahangen lasst. Auf 
dieses Ende wird schHesslich mit der Hand der Zng ^q 
auBgeiibt. 

Da der absolut biegsame und glatte Fadea in alien 
Theilen dieselbe Spannung besitat, so uben alle Fadentheile 
auf alle beweglichen Riuge und durch diese auf die An- 
griffspunkte aller Krafte dieselbe Wirkung aiis, wie die ur- 
sprilnglich gegebenen Kriifte. Man kann daher das urapriing- 
licb gegebene Kraftsystem weglassen und seine Wirkung 
durch jene Faden ersetzeu, 

Eb soil sich nun der Angriffspunkt der ersten Kraft 
und mit ihm der Ring R^ um das unendhch kleine Stiick 
Sl^ verschieben, dessen Projectiou auf die Richtung der 
Kraft P^ gleich Sp^ sei, welche Grosse wir mit positiven 
Zeichen versehen, wenn sie in die Eichtung der Kraft P^ 
faUt, mit negativem, wenn sie in die entgegengesetzte Eich- 
tnng fdllt. Durch die Verachiehung des Einges E^^ verktirzt 
sich jeder der zwischen R^ und S^ gespannten Faden um 
ein Stiick, welches mit VernachlasBigung von unendhch 
Kleinem hoherer Ordnung gleich Sp^ ist, alle zwischen i?j 
und (Sj gespannten Faden zusammen verkiirzen sich daher 
um das Stuck 2nj Sp^; das negative Zeichen von §p^ wurde 
eine Verlangerung bedeuten. Da dasaelbe von alien iibrigen 
Fadenstucken gilt, so ist die geaammte "Verkiirzung aller 
dieser Fadensttlcke und daher auch, da wir den Faden als 
unausdehnbar vorausaetzen, das Stiick, um welches das Ende E 
weiter aus dem letzten fixen Einge heraustritt, gleich 

98) 2n^Sp^ + 2n^Sp^ + ... 
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Werm anfangs alle Einge ruhen und irgend eine Ver- 
sdiiebung der Kinge moglich ist, bei welcher diese Grosse 
positiv ist, bei weleber also das Fadenende E wirkUch weiter 
aus dem fixen Einge beraustritt, so wird diese sicber durch 
die Kraft ^q, -welche wir darauf aasuben, bowirkt werden. 
Gleichgewicht kann daber nur besteben, wenn der Aus- 
druck 98) fiir keine mogliche Verschiebung poaitiv ist. Dieser 
Auadruck wird aber durcb Multiplication mit der wesentliob 
positiven Grosse ^q mit der linken Seite der Relation 9t) 
identiscb, wodnrcb diese Relation ftir den Fall des Gleicb- 
gewicbtes und der Ruhe bewiesen ist. 

Dieser Beweis charakterisirt die geniale Einfaebheit iind 
Anschaulicbkeit der alten Scbluesweise, aber aucb deren 
Mangel. Dass die GUeder zweiter Ordnung nur auf die Stabi- 
litat Oder LabiLitat, nicht auf das Gleicbgewicht selbst von 
Einfluss sind, reap, dass erst nach nnendlicb langer Zeit eine 
Bewegung eintritt, wenn bios Verscbiebnngen moglicb sind, 
bei denen das Fadenende E eine Senkung erfahrt, die nn- 
endlicb klein bijberer Ordnung let, wird als selbstverstand- 
licb angenommeD; ebenso die Gesetze der Fadenspannang 
und des Gleitena, sowie dass die "Wirkungsgesetze der Krafte 
immer dieselben sind, ob diese von dem Zuge von Faden oder 
von anderen Ursacben berstammen und dass sie so allgemein 
gelten, dass die Heranziebung beliebiger idealer Falle wie 
absolut glatter und biegsamer SchnUre unbedingt erlaubt ist. 
Alle diese Gesetze galten damals als weit sicberer, als das 
Princip selbst. Der Beweis der Relation 93) fur den Fall der 
Bewegung wird dann durch eine ebenfalls nicht ganz einwurfs- 
freie Begriindung des d'Alembert'schenPrincips vermittelt. 
TJeber das d'Alembert'scbe Princip vergh §§ 72 und 73. 

§ 37. Ein materieller Punkt ist gezwungen, auf einer 
Piache zu bleil)en. 
Diesen Fall wollen wir zunacbat als das einfachste Bei- 
spiel filr die in den beiden vorigen Paragraphen erorterten 
Satze behandeln. 

Sei m die Masse des materiellen Punktes; x, y, x desBen 
Coordinaten zur Zeit (. XJnter den expliciten oder ausseren 
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136 IV. %ai. BeweguKg auf einer Flaclic. [Gl. 99-101. 

Kraffcen haben wir alle aof den materiellen Ptmkt wirkendeii 
Erafte zu verstehen mit Ausnahme dec Krafte, welche voe 
der Vorrichtung ausgehec, die ihn zwingt, auf der betreffen- 
den Flacbe zu bleiben. Die Summe der Componenten der 
ausseren Krafte in der Abscissenricbtung sei X; die gleicbe 
Bedeutung babe Y und Z fiir die beiden anderen Coordi- 
natenrichtungen. Ferner sei 
99) (f{x,^,x.,t)^0 

die Gleicbung der Fiache, aaf weicher zu bleiben der mate- 
rielle Punkt gezwungen ist und deren G-estalt mit der Zeit 
Teranderlich sein kann. Wir scblieasen zunachet den Fall 
au3, daas an der Stelle A, wo sicli der materielle Punkt 
gerade befindet, zur befcreffenden Zeit die Function tp un- 
differentiirbar ist oder dass alle drei partiellen Ableitungen 
derselben nach den drei Coordinaten gleicbzeitig verscbwinden. ' 
Dann wird die Function y £lir Punkte, die der Plache auf 
der einen Seite sehr nahe anliegen, > 0, auf der anderen 
< sein. Wir woUen die erste Seite die positiYe, die letztere 
die uegatiTe nennen. 

Es erfahre der materielle Punkt eine beliebige unend- 
licli kleine Verscbiebung, wobei seine Coordinaten x, y, z 
die beliebigen unendlich kleinen ZuwS-cbse ^a;, Sy, 3x er- 
leiden soUen. Als Bedingung, daes die Verscbiebung eine 
■virtuelle sei, erbalten wir nach 86), wo jetzt das Gleicbheite- 
zeiclien gilt, da es auch in 99) gilt, die Gleicbung: 

100) ^Sx + ^Sy + ^S^~0. 

Da die jeder mogUcben Verscbiebung entgegengesetzte 
Verscbiebung ebenfaUs rirtuell ist, so gilt aucb inI{elation93) 
das Gleichbeitszeicben, welche sich daber auf 

reducirt. Hier sind von den drei Coordinatenvariationen 
Sx, Sy, Sx, zwei Yollkommen willkiirlicb, Hat man aber 
far diese beiden bestimmte Werthe angenommen, so ist der 
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Gl. 102-104.1 IV. §37. Bewegung 3uf einer Flaehe. 137 

Werth der dritten durch die Gfleiohnng 100) bestimmt. Man 
verfahrt nan folgendermaassen: man multiplicirt die Glei- 
chung 100) mit einem passend zii bestimmenden Factor ~ % 
und addirt sie zur Gleichung 101). Die so gebildete Glei- 
chung woUen wir a!a die Gleichung 102) bezeichnen und 
sie der Eaumersparniss halber gar nicht anschreiben. 

Man kann nun die Grosse X so walilen, dass in der 
Gleichung 102) dieVariation eiuer der Coordinaten, z.B. Sx,'^) 
den Coefficienten Null erhalt, d. h. man bestimmt X dnrch 
die Gleichung 
103) ni^ = X^l^. 

Dann enfcfallt in der Gleichung 102) das mit Sx multi- 
plicirte Glied vollstandig. Die Gleichung 102) muss nun 
bestehen, wenn man §% = (i und Sy von NuU verschieden 
annimmt. Es muss also der Coefficient von 3y in derselben 
verschwinden und aus einem analogen Grunde muss auch 
der Coefficient von Sx verschwinden, so dass man noch die 
beiden Gleichungen 

\ m—^- = Z +1 ■ '?' 

erMlt. 

Wir haben nehst den drei Coordinaten x, y, % des 
materieUen Punktes noch eine vierte Unbekannte X ein- 
gefiihrt. Wir haben aber auch vier Gleichungen 99), 103) 
und die beiden Gleichungen 104). Die Yier Unbekannten 
konnen aus diesen vier Gleichungen im Allgemeinen als 
Funotionen der Zeit bestimmt werden. Zu diesem Behufe 
miissen ausser der Gleichung der Flache za jeder Zeit (also 
der Function y) und den ausseren Kraften auch noch die 
Anfangswerthe der Coordinaten und der Componenten der 

') Falla d<pldx = wSre, so wSie 8y, falls auch dfjdy = 
wSre, Sx. statt Sx zu wahlen, damit nicht i uneudlieh Oder unbe- 
stimmt wurde. JNur wenn die partielJen Ableitungen des (p naeh. 
alien drei Coordinaten verscliwinden wurden, w&ie die Methode nicht 
anwendbar, vergl. § 39. 
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138 IV. §38. Eichtung der Widerstandskraft. [Gl. 105-107. 

Geschwindigkeiten des materiellen Piukktes in den Coordi- 
natenrichtungeii gegeben sein. 

Zur Bestimmung dieser sechs Anfang8werthe reichen 
YJer Variable aus, da zwischen ihnen zwei Gleichungen be- 
stehen. Zunachst muss auch zwischen den Anfangswerthen 
der Coordinaten die Gleichung 99) beatehen. Da ferner diese 
Gleicbung ebenso znr Zeit I + dt bestehen muss, so hat 
man nach 87) zu jeder und folglich auch zu Anfang der Zeit 
die Gleichung 

105) l£ + li4j + -|24?- + |»45. = 0. 

' bf ba^ dt dy dt d% dt 

Der Anblick der Gleichungen 103) und 104) lehrt, dass 
die Bewegung genau so geschieht, als oh der materielle 
PuBkt vollkommen frei ware, aber nebst den ausaeren 
Kraften noch eine Kraft auf ihn wirken wurde, welohe in 
den drei Coordinatenrichtungen die Coraponenten 

106) 1 = 1-1^, t|-)4t, i = i-|t 

hat. Dies ist also die Kraft, welche die Vorrichtung auf 
ihn ausubt, die ihn zwingt, auf der betreffenden Flache zu 
bleiben. Auf diese Kraft reduoiren sich in diesem Falle 
die Verbindungskrafte. Wir wollen sie kurz den Widerstand 
der betreffenden Flache oder der Vorrichtung i 



§ 38. Eichtung der Widerstandskraft. 

Wjr wollen nun im Punkte A der Flache, wo sich der 
materielle Punkt zur Zeit t belindet, eine Normale an die 
betreffende Flache nach deijenigen Seite bin ziehen, welche 
wir die positive genannt haben, wo also die Function (p 
zur Zeit t einen poBitiven Worth hat, und mit a, ^, y die 
Winkei bezeichnen, welche diese Normale mit den positiven 
Coordinatenaxen bildet. Wie aus der analytischen Geo- 
metrie bekannt ist, sind die Coainuase dieser Winkei durch 
folgende Gleichungen gegeben: 

;-_--, cos / = —-s^> 
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Gl. 108-110.] IV. §38. Eichtung der ■Widcrstandakraft. 139 

wobei (7 die positive Quadratwurzel aus 

18t 

Diese G-leichungeo ergeben sich am leiclitesten in fol- 
gender Weise : Die Flache, welche zur Zeit t die Grieicliung 99) 
hat, lieisBe die Flache F. Wir constrniren die ilir unend- 
lich benachbarte Flache F^, welche die Gleichung hat 

108) (p{x,y,x) = t, 

wobei 6 eine sehr kleine positive Grosse ist. Lie Zeit wurde 
imter dem Functionsaeichen weggelaasen, da sie jetzt ein 
fur allemal aJa Constaate anzusehen ist. Wir ziehen vom 
Pimkte A aus, welcher der Flache F angehort, drei Gerade 
in den Richtungen der drei Coordiuatenaxen und eine normal 
zur Flache F. Dieae vier Geraden soUen die Flache F^ in 
den vier Punkteu B, G, D und F treffen. Dann hat AE 
die Eichtung der nach deqenigea Seite gezogenen Normalen, 
wo cp wachat. Da die Function yn in der unmittelbaren 
Nahe des Punktes A keine singulare Stelle hat, so kann die 
Flache F^^ in der unmittelbaren Umgebung von E als eben 
und parallel mit F hetrachtet werden. Fa ist also 
109) AE = AB cos a = AC coa ^ = AD cos y . 
Damit in den Gleichungen 109) anch das Zeichen stimmt, 
woUen wir A E immer als positiv betrachten, AB, AC, AD 
dagegen soUen poaitiv oder negativ seiu, je naehdem sie 
vom Punkt A aus gezogen die Eichtung der poaitiven oder 
negativen Coordinatenaxen habeo, also je naehdem a reap. /? 
oder y spitz oder stumpf sind, so dass AB steta dasselbe 
Zeichen wie cos c, ebenao A Cwie cos /5 und AD wie cos y 
hat. Aus den Gleichungen 109) folgt: 



110) ens (r. = ~ — — 



wobei der Wurzel daa poaitive Zeichen au geben ist, da 
AB und cos a dasselbe Zeichen haben. 
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140 IV. § 38. Eiciituiig der Widerstandskraft. [Gl. 111. 

Da andererseits die Coocdinaten der Tier Punkte B, G, D 
and E die Gleichnng 108) erfullen, so ist 

wobei aKch das Vorzeichen stimmt, da wir AB, AG und AD 
positiv oder negativ zu nehmen haben, je nachdem sie in 
die positive oder negative Coordinatenrichtung fallen, also 
je nachdem sie einen Zuwachs oder eine Abnahine der be- 
treffenden Coordinaten ausdrucken. Snbstituirt man die 
hieraus folgenden Wertbe fiir AB, AC und ^ D in die 
G-leicliung 110) und in die analogen G-leichungen fiir cos /9 
und cos y, so erhalt man die G-leichungen 107) und zwar 
mit riohtigem Vorzeiohen, da ja e wesentlicb positiv ist. 
Aus den Grleichungen 106) und 107) folgt, dass die immer 
positiv zu betrachtende Gresammtintensitiit des Widerstandes 
der Flache durch 
111) i==±X<y 

gegeben ist. Die Werthe ihrer Componenten in den Coordi- 
natenrichtungen konnen vennoge der Gleichungen 107) auch 
in der Form geschrieben werden: 

5 = ± i cos a , r) = ±i cos ^, j = + * cos / . 
Hier gilt fiberall das positive oder negative Zeiclien, je 
naehdem A positiv oder negativ ist. Dieae Formeln zeigen, 
dass die "Widerstandskraft *, welche die Vorrichtung auf den 
materiellen Punkt ausiibt, immer auf der Flache, auf welcher 
zu bleiben derselbe gezwimgen ist, senkrecht steht, und dass 
sie gegen die Seite bin gerichtet ist, wo die Function ^ zu- 
nimmt oder abnimmt, je nachdem die Gleichungen fur k 
einen positiven oder negativen Werth ergeben. Da Wirkung 
und Gegenwirkung immer gleich, aber entgegengesetzt ge- 
richtet sind, so ist umgekehrt der Druck, welchen der 
materielie Punkt auf die Vorrichtung ausubt, immer gleich, 
aber entgegengesetzt gerichtet wie die Kraft der Vorrichtung 
auf den materiellen Punkt. Unsere Formeln lehren daher 
auch jedesmal die GrSsse des letzteren Druckes kennen. 
Dieser Druck ist derjenige TheU der ausseren Kraft, welcher 
nieht auf Beschleunigung des materiellen Punktes vervrendet 
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GL 112.] IV. § 39. SingulSre FSlle. 141 

wird, Bondern in Ueberwindung dea Wideratandes der Mache 
yerloren gelit, also die verlorene aussere Kraft. Die Be- 
schleimigung, welche sie dem materiellen Punkte ertheilen 
wurde, ist die durch den Widerstand der Flache verlorene 
B ee chleuni gung. 

Wenn die Flache, welche die Gleichung 99) hat, mit 
der Zeit nicht veranderlich ist, oder iminer durch den Punkt 
geht, wo sich das Bewegliche zu Anfang befand, so ist 
dauemde Rnhe desselben mit den Bedingnngen vertragHch, 
I'iir dieae verschwinden die Beschleunigungen imd man hat 
daher als Bedingung des Gleichgewichtes im Huhezustande: 

112) X^~X^, Y=-k-^, Z=-X^. 

Die ausseren Krafte miissen also in diesem FaUe normal 
anf der Flache sein. Dies folgt librigens ohne E«chnung 
aus der Formel 96), da der Ausdruck hnks in dieaer Formel 
uur fur ^P, Si ^ 90*' verschwinden kann. 

In diesem Falie wird der Punkt, wenn er anfangs ruhte, 
in Ruhe bleiben; dann sind seine Beschleunigungen Null, 
aile aussere Kraft geht iiir die Beachleunigung verloren und 
wird anf XJeberwindung des Widerstandes der Yorrichtnng 
verwendet. Die Kraft, welche der materieUe Punkt anf die 
Vorrichtang ausubt, ist genau gleich der gesammten Kraft, 
welche von auasen auf ihn wirkt. Wenn ei sich bewegt 
und die auaseren Krafte stets senkrecht auf dei Flache mit 
der Gleichung 99) stehen, also die Bedingnngen 112) er- 
fullen, so geschieht die Bewegung, -wie man ^us den Glei- 
chungen 103) und 104) sieht, gerade so, als oh er dpn gleichen 
Bedingungen unterworfen ware und keme lusseren Krafte 
auf ihn wirkten. Zu dem Drucke, den er in letzterem Falle 
schon auf die Vorrichtung austiben wiirde, addiren sich aber 
dann die ausseren KriLfte, 

§39. Singulare FilUe. Bedingungen, die durch Ungleichungen 
auBgedruckt sind. 
Wir wollen nur noch wenige Worte tiber den Fall sagen, 
wo alle drei partiellen Ableitungen der Function y nach 
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142 IV. §39. SingulSTO raile, [G-1. 113. 

den Coordinaten verschwinden oder der betreffende Punkt 
der Flacbe sonst ein eingularer ist Wenn das Bewegliche 
niir in einzelnen Zeitmomenten einzelne derartige singulare 
Punkte durchlauft, so kann die Bewegung daselbst mittclst 
folgender Regeln meist eindeutig bestimmt werden. Wenn 
eiiie Eahn moglich ist, ftr welche die Geachwindigkeiten 
sich nicht sprungweiae andem, so geschieht die Bewegung 
in dieser Bahn; werni es zwei oder mehrere solche Bahnen 
giebt, in derjenigen, fur welche die Beschleunigung am 
wenigsten Ton der durcb die ansseren Kr^fte erzeogten ab- 
weicbt. Falls sicb aber alle moglichen Bahnen knicken 
oder mehrere moghche Bahnen osculiren oder das Beweg- 
liche wahrend einer endlichen Zeit lauter singulare Punkte 
durchlauft, kann die Bewegung mathematisch unbestimmt 
werden, was aber, wie wir sahen, ohne praktiache Be- 
deutung ist, da solche Bedingungen durch die von uns an- 
genommenen Vorrichtungen nie mathematisch exact erzeugt 
werden kOnnen. 

Piir den Fall des Gleichgewichtes an einem solchen 
singulSren Punkte A, wo alle drei partiellen Ableitungen 
TOn <p Terschwinden, hefem uns die G-leicbungen 112), falls 
nicht A unendlich wird, X= Y= Z—<d. In der That re- 
duoirt sich dann (f{x + ct, y + §, * + /) auf 

' ^ P' Byi)^ ^ '^ dxd% ^ P dxdy 

Wenn sicb dies nicht wieder identisch auf Null oder auf das 
Quadrat einer Hnearen Function yon a, §, y reducirt, welche 
in dieser Formel beliebige sehr kleine Coordinatenzuwachse 
bedeuten, so hat die Flache ¥ in der unmittelbaren TJm- 
gebung des Punktee A die Gestalt einer KegeMache, deren 
Spjtze in A ist, oder zweier sicb in A schneidender Ebenen, 
denn fiir jeden Punkt der Fliiche musa 

ff{x-\-a., !/ + (3, » + y) = 
sein. Das Beweglicbe kann also in der That nur im G-leieh- 
gewichte sein, wenn keine Kraft darauf wirkt. Ist aber 
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der Ansdnick 113) ein vollstaiidiges Quadrat emer linearen 
Function tou a, f?, ;' oder versohwinden auch alle zweiten 
partiellen Differ entialquotienten der Function fp nach den 
Coordinate!!, oder ist diese Function an der betreffenden 
Stelle iiberliaup't nieht nach dem Taylor' sehen Lehrsatz 
entwickelbar, eo treten noch compHcirtere Verhiiltnisse ein, 
welcbe eine beaondere Untersuchung jedes speciellen Falles 
erfordern und auf welcbe wir nicht naher eingehen wollen. 
Wir wollen nun noch einige Worte uber den Fall eagen, 
■wo zwischen den Coordinaten eines materiellen Punktes nicht 
eine Gleichung, sondem eine Ungleichung besteht, welche 
wir immer in die Form bringen konnen: 

114) 9^(a;,y,«,0^'3- 

Das Beweghche kann also dann die Flache, welche die 
Gleichung 99) hat, nach derjenigen Seite dereelben, welche 
wir die negative genannt haben, ungehindert verlasaen, da- 
gegen nicht auf die positive Seite derselben gelangen. 

Die Flache kann nur eine von der positiven Seite gegen die 
negative bin gerichtete Widerstandakraft auf das Beweghche, 
umgekehrt letzteres auf erstere nur eine von der negativen 
gegen die positive Seite gewendete Druckkraft auaiiben. So 
lange die Widerstandakraft diese Richtung hat, d. h. so lange 
X negativ iat, wird die Bewegung wie im friiher betrachteten 
Palle gescbeben und auch die Gleichgewichtebedingungen 
■werden dieselben sein. In dem Momente aber, wo I einen 
positiven Werth annehmen wiirde, wird die Gultigkeit der 
friSher entwickelten Gleichungen aufhoren, das Bewegliche 
wird die FlSche verlassen und sich wie ein vollkommen 
irejer materieller Punkt bewegen. (Vergl. §§ 41 und 74.) 

Die wirkhche Bewegung wird nun zwar immer dem 
Principe der virtuellen Verschiebungen genugen, allein wir 
baben keinen Beweis geliefert, dass dieses auch die Be- 
schleunigung immer eindeutig beatimmt. Wir werden in 
der That an speciellen Fallen zeigen, dasa die Beschleu- 
nigung manchmal erst indirect durch Zuziehung von Gon- 
tinuitatsbetrachtungen bestimmt werden muss. (§ 69.) 

Da ein drei unabhangige Differentiale enthaltender 
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144 IV. §40. Das einfaelie Pendel. [Gl. 114. 

Differentialausdnick bereits nickt integrabel sein kann, so 
kann ein einzelner materieller Punkt bereits einer nicht 
holonomen Bedingung von der Form 

unterworfen sein. Es gilt dann alles bisher Gesagte; uur 
dass I, J], t, an die Stelle von fiy/^a:, d (fjdy xmd d<pldx 
treten. Nacb dieaer Vertausehung sind die Beschleunigungen 
und A wieder aus den Gleichungen 103) und 104) zu be- 
stimmen, denen noch die zwischcn den Gesobwindigkeits- 
componenten geltende Gleicbung 

beizuzieben ist. Der Widerstand der Vorricbtung hat immer 
dieKiohtung derGeraden, deren Eicbtungscosinus ^/o-, jj/o-, J/ff 
sind, wo <T = ]/|^ + V^ + C^ ist- Wenn man dem Bewegliohen 
alle mSglichen unendlich kleinen Verschiebungen ertbeilt, flir 
welche ^Sx-i-riSy-{-^Sx verschwindet, so liegen alle Punkte, 
wobin es dabei verschoben wurde, anf einer unendlich kleinen 
Ebene. Die Seite dieser Ebene, wohin ea gelangt, wenn bei 
der Verschiebung ^Sx + ^jSy + l§x: positiv ist, nennen wir 
die positive, die andere die negative Seite der Ebene. Der 
"Widerstand der Vorricbtung wirkt wieder nacb dieser posi- 
tiven Oder negativen Seite, je nachdem A positiv oder 
negativ ist. Ersterer Pall kann nicht eintreten, wenn das 
TJngleicbbeitszeichen gilt 

§ 40, Das einfaclie Pendel. 

Wir betracbten nun den ganz speciellen Fall, dass ein 
Bchwerer Punkt gezwnngen ist, sich au£ einer unveriinder- 
licben Eugelfllicbe zu bewegen und ausser der Schwere and 
der Kraft, welche ibn zwingt, auf der Kugelflacbe zu bleiben, 
sonst keine Kraft auf ihn wirkt. Die Kugelflache habe ihren 
Mittelpnnkt im Coordinatenorsprnnge und ihr Radius sei 
gleich /, so dass sie die Gleicbung hat: x^ + y^+z^' — l^—O. 
Es ist also 

(p (a:, y, x)= x^+y^+K^— t^. 
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Ferner ist dauD, wenii wir die positiTe x-Axe vertical nach 
i Ziehen, 



und die Bewegungsgleichungea 103) und 104) yerwaodeln 

sich in 

115) m-^ -2X0,, m^ = 2l),m^ = 2Kz + mg. 

Die Addition der mit — y miiltiplicirten ersteu and der 
mit X mnltiplicirten zweiten Grleichnng liefert: 

Die Addition der ersteu, zweiten und dritten Gleichung, die 

erste mit —rr^ die zweite mit -^, die dritte rait -^r 
dt ^ di dt 

multiplicirt aber liefert; 



denn da die Gleiehung der Kngel zu jeder Zeit erfuUt sein 
muss, so folgt durch deren Differentiation: 

X -^ + y ——■ + X ~~~ = . 
dt ' " dt ' dt 

H und k sind Integrations constanten. 

Die beiden Gleichnngen 116) nnd 117) sind tibrigena 
selbstversi^ndlich ; denn eratere druclit das Fly,ciienprinczp 
bezilglich der »-Axe ans, welches weder durch die Schwere, 
noeh durch die steta durch die «-Axe gehende Widerstands- 
kraft der Eugel geatort werden kann, letztere ist der Aus- 
druck des Princips der lebendigen Kraft, desaen Q-llltigkeit 
ebenfaUa durch die Widerstandstraft der Kugel nicht beein- 
trachtigt wird. 

Wir fiihren Polarcoordinaten ein, indem wir setzen 
118) a; = Z sin Ml cos I? , y = I Bva w sin & , x = 1 cos w. 
Dann verwandeln sich die Gleichungen 116) und 117) in 
l^ Bin^w-j-T- = ic. 
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146 IV. §40. Das einfaehe Pendel. [Gl. 119. 

Aus diesen Gleichungen kami d-& eliminirt werden und man 
erhalt zunaohst ( duich Quadratureo dutch w ausgedriickt. 
Mittelst der ersten djeser Gleichungen kann daan auch & 
durch Quadraturen als Function von w gefunden werden, 
genau so wie bei der Centralbewegung. 

Falls sich das Bewegliche nur wenig Ton der Ruhelage 
entfernt, also w sehr klein ist, werden die Gfleichungeu 
sogar mit den fiir die Centralbewegung gefundenen yQllig 
identisch. Setzon wir in diesem Falle 

r = lw, li+2gl = h, 
so erhalten wir: 



atimmen genau mit den Glei- 
chungen 36) und 37) des § 20, falls man in den letzteren 
setat: 

Die Projection dea materieUen Punktes auf die xy~Fjhen& 
bewegt sich daher genau so wie ein materieller Punkt, der 
mit der Kraft mgrjl gegen die Euhelage gezogen wird. In 
der That tlberzeugt man sich leicht, dasB die Componcnte 
des Gewichtes dee materieUen Punktes in der Eichtung 
tangential zur Kugelllache angen^hert diesen Werth bat, 
wabrend die normal zur Kugelflacbe Ton dem Widerstajide 
derselben aufgehoben wird. 

Wir saben schon clamals, dass die Bewegung in einer 
Ellipse geschieht, deren Mittelpunkt die Euhelage ist and 
daaa ii'fljg die Zeit ist, wahrend welcher die Halfte dieser 
Ellipse bescbrieben wird. Man nennt dieae Zeit die Sehwin- 
gungsdauer des Pendels. EMr beliebige, nicht kleine Werthe 
von w wollen wir nur den Pall behandeln, dass eich der 
materielle Punkt in einer verticalen Bbene bewegt, ala welche 
man die (cx-Ebene walilen kann; dann ist i9- = und man 
erhalt: 
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woraits durch Differentiation folgt; 
120, S^--f-". 

Wenn iiberhaupt eine Bewegang moglieh sein soil, so kann 
H nicht gleich —2gl sein oder einen noch grosserea nega- 
tiven Werth haben; es siad also drei FaUe mogKcii: 
Erster Fall: 

-2gl<H< +2sl. 
Dann giebt ea immer einen zwischen Null und jr liegenden 
Winkel u, dessen Coaiuus gleich — Hjigl ist Fiihrt man 
diesen Winkel ein, so wird: 



Da — ; — sein Zeichen nur wechseln kann, indera es duvoh 

dt 
Null geht, 30 muss w zwischen + a, und — a bin- und lier- 
schwanken. Setzt man 



so folgt: 



siu -- = sm — am 1^ , 
dt = y — d-\p\\ — sin^'|-sin^i/'J ""^ . 



Wenn a, also die Amplitude der Schwingungen, nicht allau 
gross ist, 80 liefert die Entwickelung nacli dem binomischen 
Lehraatze immer eine gut convergirende Beihe, welche man 
ohne Weitores integriren kann. Die Schwingungsdauer (Zeit, 
wabrend welcher w von ~ « bis + « wachst), erhalt man, 
wenn man zwischen diesen Grenzen, also von '\p= —^it 
bis t/i = + \% integrirt; sie ist also: 



'-|/|/'''p(i -»"'-!-="'*)"'*■ 



Entwickelt man nach dem binomischen Lehraatze und bo- 
denkt, dass 
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daher 

2Z''{- 1)" sin^",/, = 2(-o") C082«ip - 

- 2 (\") cos (2 tt - 2) 1/; ,...(- 1)" (2^") , 
daher endlich: 



fsm^..V<iV = -1;re.") = -^ 



ist, 80 folgt; 

wobei n = sin — ist. 

Zweiter Fall. 

H=2gl. 
Dann folgt: 

j = ■[/— lognat. cotg I " "^'^ j + const. 

Das Bewegliclie najiert sich dann aejuiptotisch der Stelle, 
welche vertical iiber seiner Euhelage liegt. 
Dritter Fall. Fs sei 

H> 2gl. 
Dann ist 

was man wieder nach dem binomiachen Lehrsatze in eine stets 
convergirende Eeihe entwickeln und dann integrircn kann. 

§ 41. Bas EadenpendeL 

Die eatwickelten Formeln gelten nur, wenn das Pendel 
die Kugelflache nach keiner Seite bin verlassen kann. Als 
Prototyp der Bewegung beim Yorbandensein einer Un- 
gleichung soil noch kurz der Fall betrachtet werden, wo 



y Google 



GL121.] IV. §41. Das Fadenpendel. 149 

ein schwerer luaterieller Pimkt an einem unausdehiibareu, 
voUkommen biegsamen Faden von der Lange I befestigt ist, 
dessen anderes Ende fix ist, so dass er die bisher beaproehene 
Kugelflache nach innen beliebig verlaasen kanii. Die Bewegung 
geschielit dann genau nach den itiiher entwickeltea Gesetzea, 
so lange der Faden auf Spannung beansprucht wird, d, h, 
die vom Beweglichen auf die Vorricbtung auageiibte Kraft 
vom Mittelptmkte der Kugel hinweg, also von der Seite, wo 
a;* -(- )/S 4- 2* < p gegen die, wo ic^ + «/^ + »^ > l^ ist, bin ge- 
ricbtet ist, d. h. also, so lange k negatiy ist. In dem Momente, 
wO X durch Null za einem poaitiven Werthe tibergebt, milsBte 
der Faden das Beweglicbe vom Mittelpunkte der Kugel 
binweg drilcken, daniit es auf der Kugelflacbe bleibe und 
da dies nicbt mSglicb ist, verlasst es diese und bescbreibt 
innerhalb derselben die gewohnlicbe Fallparabel. 

Wir behandeln nur den Fall, dass sicb das Bewegliche 
in einer Ebene bowegt, welche wir zur xz-^heue wahlen, 
dasa also j; = * = ist. Die Gleicbungen 115) und 118) 
liefern, wenn wir wieder die Winkelgeachwindigkeit dtvjdt 
mit (0 bezel chnen, 



Die Addition der mit x multiplicirten ersten zu der mit « 
multiplicirten zweiten Gleicbung liefert: 

Dies ist die luanspruchnabme des Fadens, so lange I 
negativ ist, auf Zug, da die in Formel 111) mit a be- 
zeiehnete Grosse in unserem Falle den Werth, 2 1 hat. Man 
sieht aucb sofort, dass das erste Glied die Centrifugalkraft, 
das zweite die Componente der Sobwere in der Fadenrichtnng 
ist. X kaun nur Null oder positiv werden fiir negative x 
also, wenn wir — « =1 A setzen fiir positive k und zwar 
wird X = fiir: 
121) k = mH^lff. 
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Wir wollen der zur Gleichung der lebendigen Kraft hinzu- 
tretenden Gonstante eine solche Form gelaen, dass diese 
Grleicliung in der Gestalt 

122) ^^i|^ = mj(^ + i) 

erscheint. Dann ist also k die grbsste Hohe iiber dem 
Kugelcentrum, bis zu welcber sich das Bewegliche vermoge 
der ibm innewohnenden lebendigen Kraft erheben kann und 
bis zu welcher es sich wirkUch erbebt, falls es gezwungen 
ist, immer auf der Kugelflacbe zu bleiben und nicht h > I 
ist. Setzen wir in 122) wieder « = — ft, so erhalteii wir: 

a 
Setzen wir bier h gleich der Hobe iibcr dem Kugelmittel- 
punkte, bei welcher das Fadenpendel die Kugelflache ver- 
lasst, so ist CO die Winkelgescbwindigkeit, bei welcher dies 
geschiebt, hat also in der letzten Gleiobung dieselbe Be- 
deutung wie in G-leicbung 121) und es folgt aus beiden 
Gleicbungen fe = 2fc/3. Das Fadenpendel kann also die 
Kugelflache nur Terlassen, wenn k positiT ist, d. b, wenn 
seine lebendige Kraft ansreicht, es iiber die durch den 
Kugehnittelpunkt gehende borizontale Ebene zu heben. Ist 
<. k <_ I, so wiirde das Pendel, wenn es starr mit dem 
KugelmitteLpunkte yerbunden wa.re, in der H6he h liber der 
durcb diesen gehenden Horizontalebene umkehren. Ist es 
aber dnrcb einen biegsamen Faden verbunden, ao verlasst 
er die Kugelflache scbon iu der H5he 2A/3. 

Ist Z < fc < 3Z/2, so wiirde das Bewegliche im ersten 
Falle den ganzen Kreis bescbreiben. Im zweiten Falle ver- 
lasst es ihn in der Hohe 2A/3. Ist endlich ^53^/2, so 
TerlSast das Bewegliche auch im zweiten Falle den Kreis 
nicht mebr. In den Fallen, wo das Bewegliche die Kugel- 
flache verlasst, folgt es der Fallparabel und trifffc nach 
einiger Zeit die Kugelflache wieder, aber nicht tangential, 
sondem unter einem gewissen Winkel. Dann hangt die 
Weiterbewegung davon ab, ob der Auf hangefaden desPendels 



y Google 



Gl. 123-125,] IV. %i2. Bcweguiig auf (lev Cui-ve. 151 

voUkommen elastisoh oder theilweise odei" gonz unelaetiscli 
ist, also von Fragen, deren Beantwortung in unseren bis- 
herigen Gleichungen niclit enthalten ist. 

§ 42. Punkt, der gezwungen ist, auf einer raumlichen Curve 
za bleiben. 
Wir betrachtea nun einen materiellen Punkt, welcher 
gezwungen ist, auf einer beatimmten raumliclien Curve zu 
bleiben. Die ubrigen Bezeichnungen aollen dieselben wie in 
§ 37 sein. Die Curve aber soli durcli die beiden Grleichungen 

123) ^^{x,y,z,t] = 
und 

124) ^.^(x,y,z,t)^0 

charakterisirt sein. Es gilt wieder die Grleidiiing 101). Dazu 
kommen aber in dem Fall© der Entwickelbarkeit beider 
Punctionen (p nach dem Taylor' scben Lebrsatze die beiden 
Gleichungen 

9a; •' dy ox 

und 

Wir konnen die erate dieser Bedingungen mit dem 
Factor — A^, die zweite mit dem Factor ~ \ multiplicirt, 
zur Gleichung 101) addiren, ferner A, und ^ so w^hlen, 
dass in der so erbaltenen Gleichung die Coefficienten von 
§x und 3y verschwinden. Dann muss auch der von Sx 
yerschwinden, denn dieses ist ja willkiirlich, da bios zwei 
Gleichungen zwiachen den drei Ooordiuatenvariationen be- 
stehen. Die zwei Gleichungen, welche die gewunachte Eigen- 
schaft der I auedriicken, vereint rait der, welche das Ver- 
schwinden dea Coefficienten von Sf^ anzeigt, lauten: 



dl^ ' ^ dy ^ dy 
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Diese drei Gleichungen Terbunden mit den zwei Glei- 
ohuagen 123) und 124) geben die fiinf Gleichungen, welche 
zur Beatimmung der funf Unbekaunten x, y, %, Xy, J.^ er- 
forderlicb sind. Die Elimination von X^ und a^ liefert 
zwischen den Coordiuaten allein die Gleicbung 



126) 









8 If, 5 ipa 



= 0. 



Der Widerstand, welchen die Vorrichtung auf den 
materiellen Punkt ausubt, kanu ala die Kesultireude zweier 
Krafte aufgefasst werden. Die erste hat in den Coordinaten- 
ricbtungen die Componenten i^-^^, }.^-^, Xy-^, stebt 
also nacb dem im § 38 Bewiesenen senkrecht auf der Flacbe, 
welche die Gleicbung 123) hat. Analog sind die Ausdrlicke 
filr die Componenten der zweiten Kraft, welche in Folge 
dessen auf der Flache mit der Gleichung 124) senkrecht 
stebt Die Resultirende bolder, d. h. der gesammte Wider- 
stand der Curve muss also auf dieser, ■welcho ja die Dnrcb- 
scbnittslinie jener beiden Flachen ist, senlirecht stehen. 

Die Bedingung dea Gieichgewicbts erbalten wir, iudem 
wir die Beschleunigung gleich Null setzen. Das Verschwinden 
der Determinante, welcho man so aus der Detenninante 126) 
erhaitj giebt die Bedingung, daas der Vector mit den Compo- 
nenten X, Y, Z, also die auf das BewegUciie wirkende auaaere 
Kraft auf der Durcbschnittslinie der beiden Flacben mit den 
Gleicbungen 123) und 124) senkrecht steht. 

§ 43. Methode der Multiplicatoren, 

wenn beliebige Be dingnn^a gleicbungen zwischen beliebigen 

Pnnkteu bestehen. 

Es hat nun keine Schwierigkeit, die Methode der un- 
bestimmten Multiplicatoren auf den allgemeinen Fall anzu- 
wenden, dass ein behebigea materielles System behebigen 
Bedingungen unterworfen iat. Sei zunachst das System 
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holonotn und die Bedingungen durch Gleichungen aus- 
gedriickt, dann konneu dieselben unter Beibehaltung der Be- 
zeichnungeQ der §§ 34 und 35 in die Form gebracht werden: 
12T) (p^{t,Xj^,y^ ,..xJ = Q, 1 = 1,2 ...a, 

wobei »T< 3 m aein musa, da sonat alle Coordinaten dureli 
die Bedingungen bestimmt, also bis auf aingulare Falle keine 
Bewegung moglicii w^re. Die Functionen gp sollen nach 
dem Taylor'sehen Lehrsatze entwickelbar aein. 

In Eelation 93) gilt dann das G-leichbeitszeichen. Dazu 
treten die Bedingungen: 



128) 



^A 






:0, 1=1, 2., 



Man multiplicirt nnn die ei^te die 
mit — ij , die zweite mit ~k^..,, addirt aUe zur Eelation 93) 
und walilt dann saramtliche X ao, daas die Coefficienten 
von ff der Yariationen verschwinden. Da gerade a der 
Variationen durch die Bedingungsgleichungen bestimmt, die 
iibrigen aber voneinander unabhangig sind, so milssen auch 
die Coefficienten aller iibrigen Variationen verschwinden und 
man erhait die Bedinguugagleichungen in der Form: 



129) 






= 1, 2. 



mit zwei analogen Gleichungen fiir die beiden iibrigen Ooordi- 
natenaxen. Die Elimination der X liefert die Bedingnng, 
daaa die Determinante von je t 4- 1 HorizOntalreihen der 
nachfolgenden Tabelle 130) verschwinden musa, was im 
Ganzen 3n— c voneinander unabhangige Gleichungen liofert, 
welche wir, ohne sie binzuschreiben, die Gleichungen 131) 
nenneu wollen: 



'l"Jf" 


- X^ 


-R 




■ So., 


1 dfl 


- r. 


TV 


Ik,, 

• Ti;- 




if*„ 


7. 


tf 


S(p, 


s». 
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1st das System uicht holonom, haben also einige der 
Eedinguiigsgleiclrangeii die Form 78), so aodert sich hieran 
nichts, ale dass an Stelle der partiellen Ableitungen der be- 
treffenden Functioiien (p die Grfissen ^i,i)\---Cn treten. 

Hiermit sind die Bewegungsgleichungen in dem all- 
gemeinsten Falle, wo ein System beliebiger materieller Punkte 
beliebigen holonomen oder nicbt holonomen Bedingungen 
unterworfen ist, gefanden, sobald dieselben durch lauter 
Gleichungen ausgedriickt werden kQnnen, also darunter keine 
durch sine Ungleichung dargestellt wird. 

Wenn sich aus den Bedingungen 78) g der Coordinaten- 
differentiaie bestimmen lasson, so komien immer auch aus 
den Gleichungen 131) 3w — c der Beschleunigungen gefunden 
werden. Wenn der Fall, dass durch die Bedingungen 78) 
nicht a der Coordinatendifferentiale bestiniint sind, fur ein 
endliches Werthegehiet der Variabeln eintritt, so sind nicht 
aUe Bedingnngs gleichungen voneinander verschieden.^) Diese 
mttaaen also auf weniger reducirt werden. Fiir einzehie sin- 
gulare Werthe dagegen kann dieser Fall aUerdings eintreten, 
2. B. wenn zwischen den Coordinaten eines einzigen mate- 
riellen Punktes eine einzige Gleichung y (a;, y, x,,f) = (i be- 
steht und alle partiellen Differentialquotienten des (f nach 
den Coordinaten yerschwinden oder wenn zwischen den- 
selben Coordinaten zwei Gleichungen qo («, «/, *, ^ = und 
'if){x,y,x,t) = bestehen und flir gewisse Werthe von x. y, % 
und i die beiden darch diese Gleichungen dargesteUten 
Flaeben dieselbe Tangentialebene haben. Dann kSnnen 
aus dem Princip der yirtuellen Verachiebungen aber mehr 
als 3 n — (T Beschleunigungen bestimmbar sein. Alle diese 
Falle, sowie die, dass einzelne der Coefficienten |, *;, ^ der 
Gleichungen 78) unendlich oder uubestimmt werden oder die 

') Die faekaente analytisolio Bcdiugung dafQr, dass von dco 
Gtleiclmiigen 9, = qj, . . . cpo = nicht alle voueinancler unabhSngig 
sind, iat ja, dass diejenigen Determinanten der AusdrUoke 130), welche 
die Coeffi-Cienten der Beschleunigungen in einer der GSeichnngen 131) 
dfttstflllen, sSmmtlich versehwinden, Dann reducirt sich in der That 
eine der letateren Gleichnngen identiach auf Null und ist zur Bestim- 
mnng der Beschleunigungen ungeeignet. 
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BedinguDgsgleichungen eine noch complicirtere Form an- 
iielimen, bedttrfen naturiich einer hesonderen TJntersuchung 
und es wiirde ans zu weit fiilireii, alle bier mQgliclien Falle 
eingehend zu erortern. Wie schon bei der Bewegung eines 
materiellen Pvmlitee beim Vorhandensein einer Bedingungs- 
gieichung (Anfang des § 39), so kann auch hier wieder sogar 
der Fall eintreten, dass die Aufgabe durcb die geometrischen 
Bedingungen des Systems iiberhaupt nicht eindeutig be- 
stimmt ist, z. B. wenn ein materieller Punkt gezwungen 
ware, auf einer Curve zu bleiben, welche sich in zwei oder 
mebrere Aeate tlieilt, die sich am Verzweigungspunkte oacu- 
liren, also daselbst eine Bertthrung von der zweiten oder 
noch hSheren Ordnung liaben. Alleiu derartige Mehrdeutig- 
keiten sind nicht Ton prabtischer Bedeutong, da sie niemals 
eintreten biinnen, wenn die Bedinguagen in der Ton uns 
Torausgesetzten Weise durch eine endliche, wenn anch sehr 
grosseZahlTon noch so plotelicli sichanderndenVerbindangs- 
kraften hergestellt werden. Sie kSnnen also nnr durcli den 
Grenziibergang zu einer unendlichen Zahl materieller Punkte 
entetanden sein, 

Wirwerden den Fall, dass audi beliebige Bedingungen 
TOrhanden sind, die durch Ungleichheitszeichen ausgedrucbt 
Tverden, erat im § 74 behandeln und uns friiher mit einem 
wichtigen specieUen Falle beschaftigen. 



V. AnwenduDg auf feste Xorper. 

§ 44. Bestimmun^ der Lage eines festen Korpers. 

"Wir woUen nun die Bewegungsgleicbungen t'iir einen 
eiuzigen starren KQrper, d. h. flir ein System materieller 
Punkte entwickeln, welche so TOrbunden sind, dass sich 
w^hrend ihrer ganzen Bewegung ihre relative Lage nicht 
andem kann, genauer gesprochen, dass jede sehr kleine 
Aenderung der relativen Lage so grosse innere Krafte wach- 
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ruft, dass nie eine merkliche Aenderung der relativen Lage 
Platz greifen kann, wenn die a,iis8ereii Knifte unter einer ge- 
wissen Grenze liegen (vergl. Anfang des § 32, der KOrper ist 
feat fiir uoter dieser Grenze liegende g.Tiasere Krafte). Um 
auazudrilcken, dass ea absolutBtarreKiJrper niclitgiebt, wollen 
wir den Eorper immer einen festen nennen, obwohl wir ihn 
geometriech so betrachten, al8 ob er absolut starr ware. 

Die Lage eines gegebenen festen Korpera im Eaume 
ist durch die dreier Punkte desselben A, B, C, welche nicht 
in einer Geraden liegen, eindeutig bestimmt. Da der feste 
Kijrper gegeben ist, ist die Entfemung jedes anderen Massen- 
punktes desselben von jedem dieser drei Punkte gegeben 
und es ist auch gegeben, auf welcher Seite der Ebene der 
drei Punkte der andere Maaaenpankt liegt, wenn er nicbt 
in dieser Ebene liegt. Dadurch iat aber die Lage jedea 
anderen Massenpunktes gegeben. Es ist dabei nicht einmal 
□otbwendig, dass die Punkte wirklicb dem KiJrper angeli6ren, 
einer, zwei oder alle drei konnen auch ausserhalb desselben 
liegen, wenn nur ihre relative Lage gegen den Korper un- 
veranderlich gegeben ist, dessen sammtliche Punkte eben- 
falls gegebene unveranderliche Lage gegeneinandei' haben. 
Wenn die Lage dieser drei Punkte im Raume gegeben ist, 
so ist dadurch die Lage sammtlicher materieller Punkte des 
K&rpers bestimmt. 

Wir konnen uns, um dies und ahnliche Satze nicht 
fortwahrend wiederholen z\i museen, unendlich viele, den 
ganzen Eaum erfttllende Punkte starr mit dem Korper ver- 
bunden und sich mit demselben im Eaume bewegt denken. 
Den InbegrifE dieser Punkte nennen wir den erweiterten 
festen KSrper, nur in wenigen dieser EaTunpunkte wird sich 
wirkKch Materie befinden. 

Zur Bestimmung der Lage des ersten Punktes A, 
welcher die Position des festen KSrpers bestimmt, sind drei 
Variable (Coordinaten) erforderlich. Zur Bestimmung der 
Lage des zweiten Punktes B nur noch zwei, da die Ent- 
femung AB gegeben iat. Zur Bestimmung der Lage des 
dritten Massenpunktes C iat nur noch eine Variable er- 
forderlich, da dessen Entfemung von A und B dadurch ge- 
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geben ist, dass der feste Korper, d. h, die relative Lage 
ailer seiner Maasenpunlite gegeben ist. Der dritte Pimkt 
mii83 daher in einem Kreise liegen, desaen Ebene senkrecht 
zuc Geraden A B und deseen Badins der gegebene Abstand 
des Punktes von dieser Geraden ist, 

Im Ganzen geniigen also sechs Variable a«r Bestimmung 
der Lage eines beliebigen festen. KSrpers. Auagenommen 
daYOn sind die Grenzfalle, wo alle materiellen Punkte dea 
feeten Korpers in einer Geraden liegen oder wo dieser aus 
einem einzigen materiellen Punkte besteht. Dann geniigen 
fiinf reap, drei Variable. Doch wollen wir diese Grenzfalle 
im AUgemeinen von imseren Betracbtungen ausscbliessen. 

Da zwischen den materiellen Punkten des Korpers keine 
anderen Krafte als die Verbindungskrafte wirken, ao sind 
die espliciten Krafte mit den von aussen auf den festen 
Korper wirkenden KrSiten (den ausseren Kraften) identisch, 
Es sind also die Krafte, deren Componenten in den Formeln 
63) bis 70) mit \, ^,„ 3^ bezeichnet warden, mit deneu, 
deren Componenten in den Formeln 81) bia 95} mit .X^ Y^ Z^ 
bezeicbnet wurden, identiscb, Es werden jedenfalls die sechs 
Gleicbungen 66) uad 70) der §§ 27 und 29 gelten, welcbe 
also zur Bereciinung der sechs die Lage des festen Korpers 
bestimmenden Variabeln ausreicben, so dass wir die Grund- 
gleiohungen scbon besitaen, 

§ 45, Parallelverschiebnng und Drehung eines festen 
Korpers, 
Um una aber die zxveckmassigate Wahl der sechs Va- 
riabeln zu erleicbtern, ist es nothwendig, in die Geometrie 
der Bewegnng eines festen Korpers naber einzugehen. Dabei 
bietet sich unszugleicb eine neue Ableitung der Gleicbungen 66) 
und 70) aus dem Principe der virtnellen Geschwindigkeiten. 
Wenn jeder Punkt eines festen Korpers um eine gleich lange, 
gleich gerichtete Strecke vei^choben wird, so S,ndert aich 
dabei die relative Lage sammtJicher Punkte offenbar nicht. 
Eine solche Be-wegung ist also jedenfalls eine mogliche Be- 
wegnng des festen Korpers, 8ie heisse eine Parallelver- 
Bchiebuug desselben. 
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Wenn bei einer Verschiebuiig eines festen Korpers zwei 
ihm angebGrende oder fest mit ihm yerbunden gedachte 
Punkte A und B ibre Lage im Eaume nicbt S,iiderii, so 
bonnen aiich alle ia der Geraden AB liegenden, mit dem 
K5rper fest verbunden gedacbten Punkte ibre Lage nicht 
andem, da sie sonst ihre Entfernung mindestens von 
einom der Punkte A oder B andem miissten, Ein nicht 
auf der G-eraden AB liegender Puukt des KiJrpers bann, 
da seine Entfernung Yon A und B unyeranderlicb ist, 
nur einen Bogen einea Kreisea bescbreiben, dessen Ebene 
eenkrecht anf AB stelit und deasen Mittelpunkt auf AB 
liegt. Da endlicb aucb die Entfemungen aller Ubrigen 
Punkte voneinander gleicb bleiben milasen, so muss der 
Centriwinkel, welcbem dieser Eogen gegeniiber liegt, fiir alle 
Punkte des KSrpers derselbe sein und alle Punkte miisaen 
den Bogen auch in gleichem Sinne bescbreiben. Die so 
definirte Bewegung eines festen Kfirpers, welche die einzig 
mSglicbe ist, wenn zwei Punkte desaelben ihre Lage nicbt 
andem, beisst eine Drebung desaelben. Die gerade Ver- 
bindungslinie der beiden in Rube bleibenden Punkte heisst 
die Drebungsaxe, der betreffende Centriwinkel der Drebungs- 
winkel, wobei wir aber vorlaufig nur die Anfanga- und End- 
lage, nicbt den ganzen Process des Uebergangea ins Auge 
f ass en. 

Die DarstelluDg einer Parallelveracbiebung diirch einen 
Vector, d. b. durcb eine Gterade von beatimmter Lange und 
Richtung bedarf keiner Erlauterung. Jede Gerade, welcbe 
die gleiohe Lange und gleicbe Ricbtnng wie die Veracbiebung 
irgend eines Punktea des Korpers hat, kann ala solcher Vector 
dienen. Aber auch die Drebung einea Korpers kann durcb 
einen Vector dargestellt werden, deasen Anfangepunkt jedoch 
nicht beliebig ist, aondern mit einem Punkte der Drehunga- 
axe zusammenfallen muss. Die Richtung des Vectors muss 
die Ricbtnng der Drehungsaxe angeben. Die Grosse des 
Vect-ors muss proportional dem poaitiv vorausgesetzten 
Drehungswinkel w, also etwa gleicb Fw sein, wobei F eine 
beliebige, aber ft\r alle Drehungen gleicb anzunebniende 
Lange ist. 
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Um diirch deu Sinn, in welehem der Vector von aeinem 
Anfangapunkte ans geaogen ist, auch den Sinn der Drehung 
auszudriicken, soil die Kichtung des YGctora immer so ge- 
■wahlt werden, dass die Drehung um ihn als Axe im posi- 
tiyen Sinne geschieht, dass sich also seine Richtung zax 
Drehungsriohtung so verhalt, me die der positiven x-Axe 
zur Drelmng von der positiven x- auf kiirzestem Wege zur 
positiven jz-Axe. Wcnn wir daher vom franzosischen Coordi- 
natensystem Gebraucli machen, so soil fiir ein Auge, welcliea 
von dort herblickt, wohin der Vector zeigt, die Drehung im 
Sinne des Uhrzeigers geschehen. 

Ist N der Abstand irgend eines Punktes des Korpers 
von der Drehungaaxe, tv der Dreliungswinkei nnd V der 
Vector, der die Drehung darstellt, so ist der Bogen, welchen 
der betreffende materielle Punkt beschreiben wiirde, wenn 
sich der Korper continnirlieh aua der Anfangslage in die 
Endlage drehen wilrde: 
132) Nw = NVjr, 

wobei es natiirlich ebenfaUa gleichgiiltig ist, ob der betreffende 
Punkt wirklich dem Kijrper angehfirt oder bloe starr damit 
verhunden gedacM wird. Die Punkte der Axe erfahren, 
vrie schon bemerkt, keine Lagenanderung. Dieselbe kanu 
auch ganz ausserhalb des KSrpers liegen, musa aber danu 
starr mit demaelben verbunden gedacht werden, 

§ 46. Allgemeinate Terschiebung eines festeu Korpers. 
Jeder feste Korpcr kann aus jeder Lage in jede an- 
dere durch eine Parallelverschiebung und zwei Drehungcn 
um awei Axen gebracht werden, weloke durch einen be- 
liebig gegebenen Punkt des Raumea oder des Korpers 
gehen. In apecieUen Fallen kann naturlich die Parallel- 
verschiebung oder die Drehung verachwinden, d. h. weg- 
zufallen haben. Wenn beide Drehungen wegfailen, wenn 
also der Korper von der ersten Lage in die zweite durch 
eine blosse Parallelyerachiebung Ubergefhhrt werden kann, 
aennt man die zweite Lage eine Translation der eraten. 
Eine Bewegung eines festen Kfirpers, wotei jede Lage eine 
Translation der ersten ist, uennt man eine Translations- 
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Dabei kanu ein Punkt des Eorpera noch eine 
! Bahn beschreiben. 
Sei A. der Punkt des E,aumeSj durcb welchen die beiden 
len soUen. Derjenige Punkt a des festen 
Korpers, der sicb in der Eudlage in A befindet, soil Bieb 
in der Anfangslage des Korpers in A befunden haben. Wir 
denben uns dabei den festen Korper immer in dem Sinne, 
wie wir dies iruher deflnirt haben, erweitert, also den Punkt, 
welcher sich in der Anfangslage in A, in der Endlage in A 
befindet, falls er nicht wirklich dem KSrper angebort, mit 
diesem fest verbunden, 

Wir betrachten mm den EBrper ziin&chst in seiner 
Anfangslage und ertheilen ihm znvSrderst die Parallelver- 
sehiebung A A, welcbe natiirlicii wegfiele, wenn die Punkte 
A und A zuBammenfallen. Dabei schreiten alle Punkte des 
Korpers in derselben Richtung urn das Sttick AJl fort, der 
Punkt a des Korpers kommt also von A nach Ji, Irgend 
ein anderer, dem festen Korper angehoriger oder in Ge- 
danken damit atarr verbundener Punkt h, welcher in der 
Anfangslage des Korpers in B war, komme durch jene 
ParaUelverschiebung allein nach B". In der Endlage des 
festen KOrpers wird er sich im AUgemeinen nicht in S' , 
sondem in B befinden, wobei aber A E = A S' sein muss, 
da die Punkte a und h feet verbunden aind, Man drehe 
nun den Korper um eine durch A' gehende, auf der Ebene 
S AS' senkrechte Axe um einen solchen Winliel, dass der 
Punkt 6 des KSrpers yon B' nach B' gelangt. Da die Axe 
durch den Punkt A geht, so Ter^ndert letzterer dabei seine 
Lage nicht weiter; es wnrden also schon die beiden Punkte 
a und h des Korpers in diejenige Lage gebracht, die sie in 
dessen Endlage haben muasen. Wenn der Punkt h sobon 
nach der ParaUelverschiebung dort war, wo er sich in der 
Endlage des Kiirpera befinden soU, so entfallt natiirlicb 
wieder diese Drehung, 

Ein dritter Punkt e, der dem starren KSrper angebort 
oder fest damit verbunden zu denken ist und der nicht mit 
den Punkten a und h in derselben Geraden Hegen soil, sei 
in der Anfangslage des Korpers in C gewesen, durch die 



y Google 



Gl. 132.] V. S *!- Zusammcnsetzung von Drclimigec. 161 

Parallelverechiebung A A' nach C", durch die erste Drehung 
nach C" gelangt, wahrend er in der definitiyen Endlage dee 
Kijrpers in C sein soil. Man denke sich nun den E.6rper, 
nachdem er schon die Parallelyerschiebung A A' und die 
erste Dreliuiig erfahren hat, um eine Axe, welche durch 
die beiden Pnnkte A' und F geht, um einen solchen Winkel 
gedreht, dass anch der Punkt c von C" nach G' iibergeftihrt 
wird. Nun sind drei Punkte des starren Korpers, die nicht 
in einer Geraden hegen, an diejenigen Stellen gelangt, welche 
sie in der Endlage des Korpers einnehmen musseu, folglich 
ist der ganze Korper in seine Endlage ilbergefiihrt worden, 
da dessen Lage durch die dieser drei Punkte bestimmt ist. 
Wenn also Anfangslage und Endlage gegeben sind, so 
konnen wir irumer eine gewisse Parallelyerschiebung und 
zwei Drehungen um zwei durch einen hehebig gegebenen 
Punkt gehende Axen finden, welche den festen Korper aus 
der gegebenen Anfangslage in die gegebene Endlage iiber- 
fuhren. Falls der Punkt C" ohnedies schon mit C zu- 
sammenfiele, wiirde die dritte Drehuug in Wegfal! kommen. 

§ 47. Zusammenaetzung zweier Siehnngeu. 
Wenn ein fester Korper nacheinander zwei Drehungen 
um zwei Axen erfahrt, die sich in einem Punkte schneiden, 
so kann die gesammte Lagenanderung, welche er dadurch 
erhalt, immer durch eine einzige Drehung um eine andere, 
ebenfaUs durch diesen Punkt gehende Axe ersetzt werden. 
Sei A der Punkt, wo sich die beiden Axen schneiden. Wir 
construiren um A als Mittelpunkt eine Kugelflache vom 
Radius 1. Dieselhe werde von den beiden gegebenen 
Drehungsaxen in den Punkten B^ und B^ durchstoeben. 
Wj und Wj seien die beiden Winkel, um welche der Korper 
nacheinander um diesc Axen gedreht werden soil. Wir 
construiren au£ der Kugel mit dem Radius 1 die beiden 
grossten Kreise K^ und K^, welche durch B^ gehen und 
mit dem grSssten Kreise B^ B^ nach der einen und der 
anderen Seite hin den Winkel ^ kij hilden. Von dem Bogen 
5j B^ komme man nach E^ auf kiirzestem Wege im Sinne 
der Drehung, die der feste Korper um die Axe AB^ macht, 
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nach K^ im entgegengesetzten Sirnie (Fig. 14). Ebenso coii- 
struiren wir die beiden grBasten Kreise li^ und K^, welche 
beide durch B^ gehen und den Winkel ^ iv^ mit B^ B^ eiii- 
schliesaen, so dass man wieder tod 
B^ B^ nacb K^ auf Idirzestem Wege 
ao gelangt, wie sich der KSrper um 
die Axe A B^ drebt. Ea seien Gj und 
Cg diejenigen Durchschnittspunkte der 
grossteu Kreise S^ uod K^ reap. E^ 
und K^, welche den Punkten B^ und 
JB^ am nacbsten liegen. Derjenige 
Punkt des featen K^rpere, welcher 
sich anfangs in C^ befand, wird durcb 
die Drebang, welche der Kiirper um die Axe AB^ erfebrt, 
nach 0^, durcb die darauffolgende Drebung um AB^ aber 
wieder nach G^ zuriickgefuhrt and da aueh der Punkt A 
durcb beide Drebungen keine Lagenanderung erfalirt, ao 
kann die gesammte durcb beide Drebungen erzeugte Lagen- 
anderung jedenfalls auch durch eine einzige Drebung um 
die Axe A C^ erzeugt werden, welcbe wir die resultirende 
der beiden urapriinglicb gegebenen Drehungen nennen wollen. 
Die Groese dee entaprechenden Drehungswinkels kann leicht 
gefunden werden. Der Punkt des feeten Kiirpers, welcher 
anfanga in B^ lag, erfahrt durcb die erste Drebung keine 
Lagemnderung. Durch die zweite um die Axe A B^ soU er 
den Bogen B^ B^ , deesen Halbirungspunkt H aei, bescbreibeu. 
Durch die resultirende Drebung muss dieser Punkt des 
featen Kiirpers ebenfalls nach B^ ubergefuhrt werden. Es 
muss also der "Winkel 

der Drebungswinkel der reaultirenden Drebung sein, Man 
aiebt, dasa durch diese resultirende Drebung die drei Punkte 
des festen KBrpers, welche sich anfanga in G^ und B^ und 
im Kugelmittelpunkte A befanden und welche wir, falls sie 
nicht dem Korper selbat angeboren, mit diesem atarr ver- 
bunden denken konnen, in dieaelben Lagen iibergeflibrt 
werden, ais ob der Korper zuerst die gegebene Drebung 
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um die Axe -4 B^, dann die urn die AxeAB^ machte, womit 
bewiesen iat, dass der Korper durch die resultirende Drehung 
allein genau in dieselbe achliesaliche Lage Ubergefuhrt wird, 
wie diirch die beiden gegebenen Drebungen, welche wir die 
zasammensetzenden Drebungen oder die Componenten nennen 
wollen. 

Au8 dem aphariscben Dreiecke B^B^O^ finden wir: 

sin {B^ A Ci) : sin (Sj A C,) = sin -^ : sin -^ 
und 

cos -^ = cos -^ cos ~- ^-^ sin -^ cos {B^ A B^) . 

Mit Rucksicbt bierauf laasen sicb die beiden Drebungen des 
des § 46 immer durcb eine einzige ersetzeii. 
; kann daher auch so ausgesprocben werden: 
Jeder feste Korper kann aus jeder gegebenen Lage in jede 
andere durcb eine passend gewahlte Parallelverschiebung 
und eine einzige Drehung ilbergefulirt werden. Dabei kann 
nocb ein Punkt -vorgescbrieben werden, durcb welchen die 
Drehungsaxe geben muss. Ibre Lage im Eaunie und der 
Drehungswinkel sind aber dann bestimmt. 

§ 48. Die Drehungen sind unendlich klein. 
Die Formein fiir die Lage der Axe und Griisse des 
Winkels der resultirenden Drebung vereinfachen sicb, wenn 
die beiden Drehungswinkel w^ und w^ der ursprtinglich ge- 
gebenen Drebungen sebr klein sind. Dann Mlt die Axe A G, 
in die Ebene derbeidea anderenDrehungsaxen^lBj und^iJ^. 
Ferner wird dann 

sin (Bj A q) : sin {B, A C,) =^w^:w^ 
und 

Wj^ = Wj ^ + M>j* + 2 Wi Wj cos {B^ A Bg). 
Stellt man sicb jetzt die drei Drebungen durcb Veetoren 
dar, indem man vom Punkte A aus auf der Ase AB-^^ eine 
Strecke von der Lange Fw^ , auf der Axe A B^ eine 
Strecke von der Lange Fw^, auf der Axe A Cj eine Strecke 
¥on der Lange Fw^ auftragt, so siebt man, dass der Vector, 
■welcber die resultirende Drehung darsteilt, aus den Veetoren, 

11* 
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welche die Componenten darstellen, durch dieselbe Oon- 
structioQ gefiinden wird wie die Resultirende au3 zwei 
gegebenen Kraften.^) Es ist dann auch gleichgiiltig, welche 
der beiden zusammensetzenden Drehungen friiher und welche 
nachlier erfolgt, wahrend dies bei endlichen Drehungen fi\v 
die Lage der resultirenden Drehuiigsaxe nicht gleichgiiltig 
ist. Eei endlichen Drehimgen ist ferner nur bei gegebener 
Anfangaposition die EndposiUon, welche der Korper in Folge 

') Man fahrt fijr sehr kleine Drehnngen diesen Beweis einiaeher 
so. In Pig, 15 aoU AB^CB^ ein Paiallelogramm sein. Feruer seien 
OD, GE, BiB und Bi F senb-echt ant AB^, AB,, AG nnd AB3 reap. 
Es sollen nwn die drei Vectoren AB,, AB^, J. Oder Fig. 15 drei unend- 
lich kleine Drehungen eines beliebigen festen KSrpers um die betreffen- 
den Axen im Sinne der den Seheibchen beigesetaten Pfeile darstellen. 
«■, = r.ABi, tv^ = T.AB^, Ws^ r.AG seien die entsprechenden 
DrehungBWinkel. Der Punkt A des 
festen Korpers eriShrt in Fotge aller 
drei Drehungen keine Verschiebung. 
Der Punkt C erMrt in Polge der 
ersten Drebung die nnendlich kleine 
Verschiebung w,. CD = r.AB,. CD 
hintei' die Ebene der Zeiebnnng, in 
Folge der aweiten Drebung die Ter- 
scWebung w^. C E = F .AB^.C E 
vor die Ebene der Zeiehnung, beide 
senkreebt zu dieser Ebene. Da, wie 
Fig, 15. man leicht beweist, diese beiden 

Groasen gleich sind, so erSbrt er in 
Folge der beiden Drebungen zuaamnien keine Verschiebung, also die- 
selbe, die ei durcb die Drebung A G allein erfabren wnrde Der Punkt .Bi 
endbch erflibrt durcb die erate Drebung keine Verscbiebunt, duieh 
die zweite die Verschiebung w^. B,F = T.AB^.Bi F, in i olge dei 
dritten die Verschiebung to^ . B, G = T ■ A C ■ B^ G , beide -lenkieebt 
zar Zeichnungsebene vor dieselbe. Aus der Grleiohheit dei beiden 
Dreiecke AB^By und AG By, welche beide balb so gros- ah da'' 
ParaHelogramm A B^ G B^ sind, folgt die Gleichheit die'ier beiden 
Verschiebungen, da der FlHebeninbalt dea ersten Dreieckii gleith 
AB^.B^F, der des zweiten gleich AC.B^G ist. Es erfahren dahei 
alle drei Punkte A, und B^ nnd daber auch der ganze Korper in 
Folge der Drebung A dieselbe Lagenanderung wie in Folge der betden 
Drebungen AB, und AB^ Eusammen. Der letztere Schluss wflrde 
biniSllig, wenn die drei Punkte A, £,, B^ in dieselbe Gerade fielen. 
Doch iiberaeugt man sich leicht, daas der Lehrsatz aucb dann richtig 
ist, da sich dann die Drebungen einfach addiren oder subtrakiren. 
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der resultirenden Drehung annimmt, gleich der, welche er 
annimmt, -wenn er zuerst die erste, dann die zweite der zu- 
sammenseteenden Dreliungen erShrt. Bei tmendlich kleineu 
Drehungen dagegen ist die resultirende Drehung fortwabrend 
den Componenten aquivalent; genauer gesprochen: Wemi 
sicb der KCrper zuerst urn — des Wiakels w^ um die Axe 
A Bj , dann um — des Winkels w^ am die Axe A B^ dreht, 
so erfahrt er bis auf unendlicb Kleines zweiter Ordnung 
■wiedenim dieselbe Lagenanderung, sh wean er sich um — 
des Winkels w^ «m die Axe A G^ drebt und dasselbe gilt, 
wenn er sicb abermals um — dieser Winkel drebt, bis die 
ganzen Winkel bescbrieben Bind, 

AUe Satze iiber Zerlegung and Zusammenaetzung von 
Ki^ften folgen aus dem Satze vom Kraftenparallelogramme 
und sind dalier unver^ndert auf unendlicb kleine Drebungen 
anwendbar, wenn letatere in der gescbilderten Weiae durcb 
Vectoren dargestellt werden. Man kann beliebig viele un- 
endlicb kleine Drehungen um Axen, die aich in einem Punkte 
scbneiden, zu. einer einzigen Eesiiltirenden zusammensetzen 
oder eine Drehung in beliebig viele Componenten um der- 
artige Axen zerlegen. Unter anderen kann man eine be- 
liebige unendlicb kleine Drehung um eine Axe, die durch 
den Coordinatenurspmng geht, in drei zusammenaetzende 
Drehungen um die drei Coordinatenaxen zerlegen, wobei die 
Pfoile, welche die Drehungen darstellen, so gefunden werden, 
als ob sie Krafte darstellten. 

§ 49. Allgemeine Bewegungsgleichun^en filr einen festen 
Korper. 
Nach dem Gesagten ist es ein Leichtes, die analytiscbe 
Form flir die virtuelle Verschiebung eines festen Korpers 
zu finden, dessen Tbeile sonst keiner Bedingung unterworfen 
sind, als daas sie sSmmtlich Starr verbunden sind, Wir 
kiSnnen jede beliebige unendlicb kleine Verschiebung des 
Korpers erzeugen durch eine Parallelyerschiebung und eine 
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Drehung um eine Axe, die durch den Coordinatenursprung 
geht Die ParaHelverschiebung konnen wir in drei Ver- 
schiebungen nach den drei Coordinatenrichtangen um die 
Stiicke S^ resp. ^■rj, S^ zerlegeo, die Drehung in drei zu- 
sanunensetzende Drehungen um die drei Coordinatenaxen 
um die Winkel Sa resp. S^ und 8y. Diese sechs Grossen 
133) ^1, Sij, SC, Sa, S^, Sy 

konnen offenbar ganz unabhangig voneinander ganz beliebige 
Wertbe baben. 

Den Coefiicienten von 5 ^ im Ausdrucke 93) iinden wir, 
indem wir alle iibrigen der Grossen 133) gleich Null setzen. 
Es werden dann die Variationen der 3>Coordinaten flir alle 
Punkte untereinander gleich und gleich ^|, alle anderen 
Coordinatenvariationen aber gleich Null. Die linke Seite 
des Ausdruckes 93) verwandelt sich daher in: 



*i^( 



d^cc^ 



Der Coefficient tou 5| muss verschwinden, da die sechs 
Variabebi 133) vollkommen TOneinander unabhangig sind. 
Daher folgt: 

was mit der ersten dor Gleichungen 64) identisch ist. 

Ebenso folgen die entsprechenden , auf die anderen 
Coordinatenaxen Bezug habenden Gleichungen. 

Haufig, beeonders wenn naoh mehreren Indices zu sum- 
miren ist, entstehen leicht Verwirrungen, wenn man nicbt 
jede Gr&sae, die in den verschiedenen Gliedern der Summe 
einen verschiedenen Werth hat, durch eineu angehangten 
Index bezejchnet, Hier ist jedoch die Sache ao einfach, 
dasa wir kiinftig den Index h und die Grenzwerthe uher 
und unter dem Summenzeichen weglassen woUen, ohne einen 
Irrtbum zu befiirchten, wie die Summe zu bilden ist. 

Dazu konunt noch folgender Umstand: Es kann sein, 
dass auf diejenigen materiellen Punkte des Korpers keine 
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ausaeren Kraft wirkt, welche gerade dessen Hauptmasse aus- 
machen. Andererseits konnen die Punkte, auf welche die 
ausseren Krafte wirken, durcli Stangen von verhaltnissmasaig 
kleiner Masse mit dem Korper yerbunden sein, was zur 
Fiction fiihrt, dass sie durcli masaenlose "Vorrichtungen starr 
damit verbunden sind, dass also die Massenpunkte des 
Korpers andere als die Angriffspunkte der Krafte sind. 
Dann ist es oft bequemer, die Summation nach den Massen 
nur iiber die ersteren, die iiber die Krafte nur iiber die 
letzteren Punkte zu erstrecken, obwohl man auch dann beide 
Summen uber aHe Punkte erstrecken und fur die ersteren 
einfach die Krafte, liir die letzteren die Massen gleich Null 
setzen kacn. Wir schreiben also ata.tt der letzten Forniel 
einfach 

Um den Coefficienten von 3 a im Ausdrucke 93) zu 
finden, haben Trir wieder alle anderen der Grossen 133) 
bis auf Set gleich Null zu setzen und die in diesem Falle 
auftretenden Zuwachse der Coordinaten der Terschiedeneo 
Punkte des Korper s zu Ijestimmen. Diese Coordinaten- 
zuwachse sind diejenigen, welche eintreten, wenn der Korper 
keine andere Lagenanderung als eine Drehung um den un- 
endlich kleinen Winkel Set um die Ahscissenaxe in dem 
Sinne erfahrt, in dem man auf kilrzestem Wege von der 
positiven y- zur positiven si-Ase gelangt Dahei beschreibt 
ein Puntt, der die Coordinaten on, y, x hat und sich in der 
Entfemung r von der Ahscissenaxe hefindet, einen unendlich 
kleinen Kreisbogen von der Lange rSce, der senkrecM auf 
der Geraden r steht. Die Projectionen dieses Bogens auf 
die drei Coordinatenrichtungen aind daher: Null, — k Sa, y §u. 
Die Veranderungen der Coordinaten des in Eede stehenden 
Punktes sind daher 

135) Sx = 0, Sy=~z§a, Sx^ySa. 

Durch Substitution dieser Werthe geht die linke Seite der 
Relation 93) iiber in: 
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Hier muss wieder der Coefficient von Sk verschwinden, 
wodurch aich die mit der Gleichung 70) identische G-leichung; 

ergiebt. Die sechs Gleicbungea, welche man erhalt, wenn 
man zu den Gleichungen 134) und 136) die analogen fiir 
die y- und K-Axe hinzufugt, siad also nothwendig und liin- 
reichend, urn die sechs zur Bestimmung der Lage eines feetea 
Korpers erforderlichen Variabeln als Functionen der Zeit 
zu finden, wenn die Anfangewertbe der Variabeln selbst 
und ibrer Differ en tialquotienten nacb der Zeit, sowie die 
iiusaeren Krafte gegeben aind. Die letzteren kommen nur 
in den seohs Ausdrilcken 

131) D-^lnZ-ieY), E=2(»A--iZ), 

Yor, welche wir schon in § 29 die ComponeDtensummeii 
und die Momente der Krafte beziiglich der Coordinatenaxen 
genannt baben. "Wenn daher ein beliebiges anderes System 
von Kraften auf denselben festen Korper wirkt, dessen 
Theilcben dieselben Positionen, Seechwindigkeiten und Ge- 
achwindigkeitsrichtungen haben, so wird dereelbe, ■wenn zur 
betreffenden Zeit fiir das zweite Kraftsystem dieae aecbs 
. dieselben Werthe wie fiir das erste baben, durcli 
I die gleichen Bescbleunigungen wie durcb das erste 
erfahren. Man aagt dann, beide ErSftesysteme sind einander 
aqaivalent. Wenn dies durcb eine langere Zeit gilt und die 
Positionen, GeachwindigkeitenundGescbwindigkeitsrichtvmgen 
aUer materiellen Punkte zu Anfang dieser Zeit die gleichen 
sind, so wird der K6rper unter dem Einflasse des einen oder 
des anderen Kraftsystems wahrend der ganzen Zeit dieselbe 
Eewegung machen.^) 



') Wenn em Kraftesystem E einem anderen A aquivalent ist, 
so erzeugt, wie man sofort aus nnseren GleieSiungen sielit, auch K mit 
einem dritteu Kraftesysteme K' zuaammen dieselbe Bewegung, wie A 
mit S^ zusammen. Speciell wenn sich K und K' das Gleichgewieht 
halten, BO halten aieh auch A und IC das Gleichgewiclit. 
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So ist jede Kraft einer gleichen gleichgerichteten aqui- 
valent, wenn die Verbinduiigslinie beider Angriffspunkte in die 
Richtimg der Krafte t&\\t Man aagt, der Angriffspunkt jeder 
Kraft kann bei ungeanderter GrSsse und Eichtang derselben 
nach jedem anderen in ihrer Eichtung liegenden Pimkte 
versetzt werden, obne deren Wirkung auf den festen Kijrper 
zu andem ; denn dadurch werden weder die Groasen A, B, C, 
noeh die Momente der betreffenden Kraft beziiglicb der 
Coordinatenrichtungen veriindert. Letzteres folgt unmittel- 
bar aus der in § 29 dnrcb die Gleichnng 71) gegebenen 
geometrischen Definition des Momentes. 

L^sst man irgend ein Kraftsystem und gleichzeitig ein 
damit aquivalentes, in dem man aber die Eicbtung jeder 
Kraft obne Aenderung der Grosse umgekehrt hat, auf den 
KSrper wirken, bo haben alle sechs Grossen 13T) den Werth 
Null; der KSrper bewegt sich also gerade so, ala ob gar 
teine Kmfte auf ihn wirkten, wobei selbstverstandlich, wenn 
der Kijrper nicbt rubt, im AUgemeinen nicbt die Beschleu- 
nigungen aller Punkte desselben Null sein werden. Jedes 
Kraftesystem bait daher einem umgokebrten aquiYalenten 
das Gleichgewicbt (vergl. Scbluss des § 35, sowie §§ 70 
und 73), AUe Krafte eines anf einen festen Kiirper wirkenden 
Kraftesysteme werden sich das Gleichgewicbt balten, wenn 
die aecha Grossen 137) verscbwinden. Der feste Korper wird 
dann, wenn anfangs alle seine Punkte in Eube waren, in 
Rube bleiben, wenn er in Bewegung war, sieh ao bewegen, 
als ob keine Krafte auf ibn wirkten, oder wenn das Gleich- 
gewicbt nur in einem bestimmten Zeitmomente herrscbte, so 
werden alle seine Punkte in diesem Zeitmomente dieselbe 
Beschleunigung erfabren, als ob in diesem Zeitmomente 
keine Krafte auf ihn wirkten. 

Es sei hier nocb ein Satz erwahnt, der spater in der 
Elastici^tslehre Anwendung findet. Wenn auf einen festen 
Korper gewisse Krafte wirken, so wird er im AUgemeinen 
durcb dieselben ein wenig deformirt Wenn er nach der 
Deformation rubt und aicb die Krafte das Gleicbgewicht 
halten, ao kann dieses dadurch nicbt gestBrt werden, dass 
man die Tbeile des Kiirpers in der Lage, die sie nach der 
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Deformation angenommen haben, beliebig sbirr verbindet. 
Denii die Theiichen iiben obnedies acbon solcbe innere 
Krafte aufeinander aus, welcbe den ausserec dae Gleicb- 
gewicbt halten, Dnrcb die starre Verbindung ■wiirden sie 
daza nocb beftlhigt, bei der Itleinaten Aeaderung ihrer Ent- 
femung Verbindungskirafte von beliebiger Grrosae aufeinander 
ausznuben. Sio siad also um so mehr noch fftbig, die Krafte, 
welehe aie obnedies acbon aiifeinander ausiiben, weiter un- 
ge^ndert auszailben. 

§ 50. Wann haten Krafte, die anf einen festen Korper 
wirken, eine Eesultirende? 
Wir konnen nacb dem Gesagten aucb die Frage beant^ 
worten, -wann sicb ein aaf einen festen Korper wirkendes 
System tod Kraften durcb eine einzige Kraft ersetzen l^sst, 
welcbe also, wenn dies nnr fur einen Zeitmoment gilt, wahrend 
dieses Zeitmomentes dieselbe Beschleunigung jedes Punktes 
des K5rpers erzeagt. Wenn sicb aber das wabrend jedes Zeit^ 
momentes einer endlicben Zeit auf den festen Korper wirkende 
System von Kraften dnrch eine einzige Eraft ersetzen lasst, die 
natilrlicli in G-rosse und Eichtung mit der Zeit veranderlich 
sein kann, so erzeugt dieselbe wabrend jener ganzen Zeit 
bei gleicben Anfangsbedingungen dieselbe Bewegung, wie daa 
System von Kraften. Man sagt dann, diese einzige Kraft ist 
dem Kraftayateme ar[uivalent oder sie ist eine Resultirende 



Dazu ist erforderlicb, dass die secha GrSssen 13T) fiir 
die eine Kraft (die Reaultirende) dieselben Werthe habeu, 
wie far das gegebene Kraftsystem. Es raiisaen alao A, B, C 
die Componenten der Reaultirenden nacb den drei Coordi- 
natenricbtungen sein. Sind ^, tj, ^ die Coordinaten ihres 
Angriffspnnktes, so mass femer: 

138) fiC-^B=D, ^A-iG=E, |B-);^-F 
sein. Hierbei sind A, B, G, D, E, F die Wertbe der secba 
Grijssen 137) fur das gegebene Kraftsystem. Addirt man 
die Gleicbungen 138), nachdem man die erste mit A, die 
zweite mit B, die dritte mit G multiplicirt hat, so folgt: 

139) AI)^BE-\- GF=^0. 
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Diese Gleichung muss also zwischen den sechs durch 
das gegebene ErafteBystem bedingten GrQssen 13T) noth- 
wendig erfiillt sein, wenn dieses Ulserliaiipt durch eine einzige 
Kraft ersetzbar sein soil, d. h. wenn iiberhaupt eine Eesul- 
tireude esistiren soil. 1st sie erfullt uad wenigstens eine 
der Ghrossen A, B, G von Null verscMedeu, so existirt immer 
eine Eeeultirende. 1st z. B, A von Null versciiieden, so folgt 
aus den beiden letzten der Gleichungen 138) 

imd die Substitution dieser Werthe zeigt, dass auch die 
erste der Gleichungen 138) erfullt ist. Da zwischen den 
drei Coordinaten des Angriffspunktes der Resultirenden nur 
die zwei Gleichungen 140) bestehen, so ist diese zwar in 
Grosse and Bichtung bestimmt, als Angriffspunkt derselben 
kann aher j eder behebige Puhkt der durch die Gleichungen 1 40) 
bestimmten Geraden, welche die Eichtung der Resultirenden 
hat, gewahlt werden, Dass, wenn eine Eesultirende existirt, 
aueh jeder andere Punkt ihrer Richtung als Angriffspunkt 
gewahlt werden kann, folgt naturlich schon aus dem Satze 
iiber die Versetzbarkeit von Kraften an festen Korpem, 
Falls der gewilhlte Angriffspunkt der Resultirenden nicht 
ohnehin schon dem festen Kfirper angehoren wurde, musste 
er natiirhch fest damit verbundeu gedacht werden (durch 
massenlose "Versteifungen etc.). Denn unsere Formeln gelten 
nur fiir Punkte, welche fest mit dem Kiirper verbunden sind. 
Falls J, = £ = (7 = ist, konnen die Gleichungen 138) 
nur erfiillt sein, wenn auch D = E = F=0, wenn also die 
Krafte dea gegebenen Kraftesyatems sich untereinander das 
Gleichgewicbt halten. Die Eesultirende ist dann natiir- 
lich Null. 

Ein specielles Beiepiel liefert der Fall, dass alle Kr^fte, 
welche auf einen festen Kiirper wirken, untereinander parallel 
sind. Wir wollen dann mit a, h, e die Richtungscosinus 
einer mit ihnen parallelen Geraden G bezeichnen, welche 
wir, wenn alle Ki^fte im selben Sinne wirken, ehenfalls in 
diesem Sinne ziehen. Wenn nicht, so wollen wir sie in dem 
Sinne ziehen, dass die Summe der Intensitaten der im gleicheo 
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Sinne wirkenden Krafte grosser ist als die Summe der im 
entgegengesetzten Sinne wirkenden Krafte. Daan iat 

X=aP, r = 6P, Z=cP. 
Dabei ist P die Kraft, welche auf irgend einen Punkt des 
KSrpers, desaen Coordinaten x, y, % aind, wirkt. Wir geben 
ihr das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem sie 
die Erichtimg der G-eraden G oder die entgegengesetzte hat. 
X, Y, Z sind die Componenten der Kraft P in den Coordi- 
natenrichtungen. Der Factor a ist ftir alle Krafte gleich, 
ebenso h und c. Es ist also 

A:=-a^P, B^h^P, G^e^P, 

D^b^zP-c^yP, E^o^xP-a^zP, 

F=a^yP~b^xP. 

Die Bedingung 139) ist also erfullt und es existirt immer 

eine Keaultirende, wenn nicM A — B~ C= 0, also 2^=0 

iat, von welchem Falle spater die Rede sein soil. 

Die Intensitat der Resultirenden ist "^P, alao die 
algebraiache Smnme der Intensitaten aller EinzelkrSfte. Die- 
aelbe hat die Richtung der Geraden 0, iat also parallel den 
gegebenen Kraften und wirkt in dem Sinne, flir welchen die 
Summe der Intensitaten der dahin gerichteten Krafte griiaser 
attsEallt. Die G-leichungen 140) reduciren sich auf 

Diese Gleicbungeit sind sicber erfiiUt, wenn 

2P ' ' -EP ' ^ 'S.P 
ist. Der Punkt, desaen Coordinaten durch diese Gleicbungen 
bestimmt sind, heisst der Mittelpunkt der parallelen Krafte. 
Er kann ala Angriffspunkt der Resultirenden gewahlt werden. 
Ala aolcher kann auch jeder andere Punkt der durch ihn 
der Richtung der Krafte parallel gezogenen Geraden ge- 
wahlt werden. Der erstere Angriffspunkt hat jedoch einen 
besonderen Vorzug. Die durch die Gleichungen 141) ge- 
gebenen Werthe seiner Coordinaten sind namlich unabhangig 
von a, b, c, also von der Richtung der parallelen KrSite. 
Er hbrt also nicbt auf, Angriffspunkt der Reaultirenden zu 



141) S = -«?^, <I = ^Th, 1 = -^ 
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sein, wenn sich bios diese Eichtimg andert, d. li. wenn die 
Intensitat jeder der Krafte unveraudert bleibt und auch jede 
unverandert auf denselben Punkt des Kiirpers wirkt, sich 
aber die Eichtung aller Krafte in gleicher Weise andert, so 
dass aJle parallel bleiben Tind auch die Gleichgerichteten 
wieder gleichgerichtet sind. 

Da nur die relative Lagenanderung maasagebend iet, so 
bleibt der Mittelpunkt ancb Angriffspimkt der Eeaultirenden, 
wenn er mit dem Kiirper fest verbunden ist und letzterer 
sich beliebig dreht oder im Eaume verscbiebt, sohald dabei 
auch die Angriffspunkte der auf ihn Tvirkenden parallelen 
Krafte fest mit dem Korper verbundeii sind und letntere 
■weder Grosee noch Richtung audern. 

Wir baben bisher den Fall ausgesehlossen, dass ^P— 
ist. In diesem Falle wird A = B = (7=0. Eine Eesultirende 
existirt, ivie wir sahen, dann nur, wenn auch D = E = F= 
ist, d. h. die gegebenen Krafte sich das Gleichgewicbt haltea. 

§ 51. Specielle Ealle paralleler Krafte. 

Als ganz specielles Beispiel erwahnen wir den Fall, 
dass zwei parallele Krafte auf einen festen Korper wirken, 
Wir wahlen den Angriffspunkt der eraten zum Coordinaten- 
ursprung und ziehen die positive Abscissenaxe durch den 
Angriffspunkt der zweiten Kraft. Der Mittelpunkt liegt dann 
auf der Verhindungslinie ihrer Angriffspunkte und seine Ent- 
femungen von diesen verhalten sich umgekebrt wie die In- 
tensitaten der Krafte, Wenn die beiden Krafte gleich ge- 
ricbtet sind, so liegt der Mittelpunkt zwischen ihren Angriffs- 
punkten, sonstjenseits des Angriffspunttes der grosseren Kraft. 

Die Ableitung dieser Resalfeite aus den Gleichungen 141) 
ist so leicbt, dass wir nicht weiter darauf eingeheu woUen. 
Wenn beide Krafte gleicb, aber entgegengesetzt gericbtet 
sind, so halten sie sich das G-leicbgewicht, wenn ihre Eich- 
tungen in dieselbe Gerade fallen. Sonst haben sie keine 
Eesuitirende, sondern biiden das, was man ein Kraftepaar 
neon^ woven spater die Kede sein soil. 

Wir sahen bereits, dass jedes Massentheilchen m eines 
schweren, geworfenen, sich nicht drehenden Korpers so be- 
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wegt, als oV) darauf eine unTeranderliche, gegen den Erd- 
mittelpunkt gerichtete Kraft mg (deesen Gewicht) wirkte, 
wobei g an derselben Stelle der Erde fiir alle Maaseatheil- 
chen denselben Werth hat und die Beschleunigung der 
Schwere beisst. Wir suclien nun unter der Hypotlieso, dass 
auch in alien anderen Fallen die Wirkung der Schwere mit 
der eben beschriebenen Kraft mg identisch ist, die Resul- 
tirende der gesammten Wirkung der Schwere auf irgend 
einen festen Kftrper. Wegen der grossen Entfemung des 
Erdmittelpnnktes sind aUe auf die verschiedenen Massen- 
theilchen wirkenden Krafte parallel und gleich gerichtet. 

Die Resultirende aller Krafte, welche die Schwere auf 
den ganzen Kiirper ausiibt, ist daher ebenfalls gegen den 
Erdmittelpunkt gerichtet; ihre Intensitat 

ist gleich der Summe der Gewichte aller Massentheilchen, 
welche man das gesammte Gewicht dea Korpers nennt und 
welches gleich der mit der Beschleunigung der Schwere 
multiplicirten Gesammtmasse desselben ist. Der Mittelpunkt 
der paraUelen Krafte hat vermfige der Gleichungen 141) 
die Coordiuaten 

_ ^mx _ ;^_-my > __ S'"^ 

^- 2™ ' ''^ 2- ' ^^ 2™ ■ 
Es ist also der Punkt, welchen wir schon fruher den Schwer- 
ponkt genannt haben- Wenn sich der Korper dreht, andert 
sich das Gewicht der einzelnen Massentheilchen weder iu 
Grosse, noch in Eichtung, uoch im Angriffspnnkte. Der 
mit dem Korper fest ¥erbunden gedachte Scbwerpunkt hort 
also nicht auf Angriffspunkt der Besultirenden aUer auf 
alle Massentheilchen des Korpers wirkenden Schwerkrafte 
zu sein, wenn aicb der Korper beliehig bewegt Wenn man 
daher eine einzige Kraft von der Intensitat des gesammten 
Gewichtes des KSrpers an deasen Schwerpunkte anbriogt, 
BO erzeugt dieselbe in jedem Augenblicke die gleiche Be- 
wegung, wie die verschiedenen auf die einzelnen Theilchen 
des Korpers wirkenden Schwerkrafte. Man kann, wie man 
sich ausdrilckt, das ganze Gewicht des Korpers in desaen 
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Schwerpunkte concentrirt denten. Man darf aber dabei nicht 
vergessen, dass dies nur so lange gilt, als der K5rper ala 
starr betrachtet werden darf. Die elastiecbe Deformation 
des Korpers, z. B. die Compresaion oder Biegung durch aein 
eigenea Gewlcbt, ware natiirlich eine ganz andere, wenn 
die Schwere statt aiaf alle Theilchen des Korpers nur auf 
dessen Schwerpunkt wirken wurde. Alle diese Gesetze be- 
sta-tigen sicb in der Erfabnmg, ao dass wir also imsere 
Hypothese iiber die Wirkung der Scbwere auf die Masaen- 
theilchen eines Korpers als in der Erfahruag wohlbegriindet 
betracbten durfen. 

§ 52. Theorie der Kraftspaare. 

Unter einem Kraftepaare verstanden wir zwei gleicbe 
entgegeugesetzt gerichtete Krafte, die auf einen featen Korper 
wirken und nicht die gleiche Eichtung wie die Yerbindungs- 
linie ibrer Angriffspunkte haben. Die Ebene, welcbe beide 
Angriffspankte und die Eicbtungen beider Krafte entbalt, 
beiast die Ebene des Kraftepaarea. Die darauf errichtete 
Normale heiaat die Axe des Kraftepaarea. Sie ist immer in 
dem Sinne zu Ziehen, dass das Paar nm sie im positiven 
Sinne zu dreben sucht, d. b. dass sie gegen die Drebungs- 
ricbtung des Kraftepaarea dieselbe Lage hat, wie die positive 
s-Axe gegen die Drehung von der positiven 3:-Axe auf kur- 
zestem Wege zur poaitiven y-Axe, dass also bei Zugrunde- 
legung eines franzftsiachen Coordinatensystems das Paar fur 
ein Ange im Sinne des Ubrzeigers zu drehen aucht, das von 
dortber blickt, wobin die Axe zeigt. 

Wir woUen beide Krafte dnrcb Pfeile ausdriicken und 
den Proportionalitatsfactor zwiscben Kraft und Pfeil gleiob 1 
setzen. Das ParaUelogramm, welches wir erhalten, wenn wir 
den AngrifEepunkt jeder Kraft mit dem Endpunkte der anderen 
Kraft verbinden, nennen wir das ParaUelogramm des Krafte- 
paarea, aeinen Flacheninbalt desaeu Totabnoment Fiir jedes 
Kraftepaar iat .4 = B = C = 0. Das Moment D der beiden 
Krafte des Kraftepaarea bezUghcb der Abacissenaxe finden 
wir nach Formel 71), iudem wir die Pfeile, welcbe die 
beiden Ki^fte darstellen, anf die y»-Ebene projiciren, jede 
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Projection jnit ihrem senkrechten Abstande vom Coordinaten- 
urspmnge multipliciren tmd die Differenz dieser beideii 
Producte bildeii. Diese Differenz iat, yde man unmittelbar 
sieht, g]eich dem Flacheninlialte der Projeotioii des Parallelo- 
gramms des Kraftepaares, also seines Totalmomentes auf die 
j/s;-Ebeiie irnd zwar mit positiven oder negativen Zeichen, 
je nachdem die Projection des Paares auf die »;«-Ebene 
den Korper im positiven oder negativen Sinne um die posi- 
i zii drehen sucht. Analog werden E und F 



Die Wertlie Yon D, E und F sind alle nur ; 
von der Eichtung der Ebene des Paares, yon dem Total- 
momente desselben und yon dem Sinne, in dem es zu drehen 
eucht. Da aber A, B und filr jedes Paar yerschwinden, 
so sind alle Paare aquiyalent, d. h. sie erzeugen unter alien 
Umstiinden dieselbe Bewegung des festen KSrpers, wenn nur 
ihre Ebenen parallel, ihre Totalmomente gleich und ihr 
Drehun^einn derselbe ist. Man kann daher jedes Krafte- 
paar in seiner Ebene beliebig yereetaen, sein Parallelogramm 
in derselben beliebig drehen und durch ein anderes yon 
gleicher Flache und gleichem Drebungssinn ersetzen und 
auch die Ebene des Paares parallel zu sich selbst beliebig 
verscMeben, ohne dass das Kraftepaar aufhort, genau die 
gleiche Wirkung auf den festen KSrper ausauiiben. 

Wie Drehungen, kann man auch jedes Kraftepaar durch 
einen Vector V darstellen. Derselbe kann yon einem be- 
liebigeiL Punkte des Eaumes aus gezogen werden, seine Eich- 
tung muss die der Axe des Kraftepaares, seine mit einem 
passenden, ein fiir allemal constantem Eednctionsfactor r 
multiplicirte Lange gleich dem Totalmomente des Krafte- 
paares sein. Wenn man yon den Dimensionen absieht, kann 
man naturlich auch /"= 1 setzen. 

Die drei Grossen D, E, F sind die mit F multiplicirten 
Projecfcionen dieses Vectors auf die drei Coordinatenrich- 
tungen, denen wir das positiye oder negatiye Zeichen er- 
theilen, je nachdem sie in die positiye oder negative Coordi- 
nat«nrichtung fallen. D, E und F sind also durch den 
Vector eindeutig bestimmt. Alle Paare, welche in dieser 
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Weise durch den gleichea Vector dargestellt werden, sind 
aquivalent und man sieht sofort, dasa bei dieser Darstellangs- 
weise Kriiftepaare genau so zu Eesultirenden zusammen- 
gesetzt oder in Componenten zerlegt werden konnen, wie 
einfache Krafte. Seien Fj, V^, V^ die Projeetionen des 
Vectors Y, welcher nnser Kraftepaar darstellt^ ant' die drei 
Coordinateaaxen, so stellen diese drei neuen Vectoren Krafte- 
paare dar, fttr welche die Momente beziiglich der Coordi- 
natenaxe die Werthe 

D, 0, 0; 0, J?, resp. 0, 0, F 
haben. B'iir diese drei Kraftepaare znsammen ist also die 
Summe der Momente be*:uglicli der Coordinatenaxen genau 
so gross, wie fiir das nrsprunglicb gegebene Kr&ftepaar, und 
da fiir alle Paare A = B = G = iat, so sind die drei dureh 
die Vectoren V^, V^, V^ dargestellten Kraftepaare ausaramen 
dem einzigen durcli den Vector V dargestellten acinivalent, 
genaa so wie die drei durcli die PfeUe F"-[, Y^, Y^ dar- 
gestellten Krafte die Componenten der durch V dargestellten 
Kraft sind, Dieser Satz ist zwar nnr ein specieller Fall der 
Anwendbarkeit der Construction des Kraftonparallelogramma 
auf Kraftepaare; man liann aber sofort daraus den all- 
gemeinen Fall beweisen, indem man jedes Paar in drei 
Componenten nach den drei Coordinatenaxen zerlegt und 
dann nachweist, dass diese fiir die Resaltirende gleidi aus- 
fallen wiirden, wie fiir die Vereinigmig aller Componenten. 

§ 53. Ersetzung beliebiger Krafte durcli eine Kraft 
und ein Paar. 
Es sei ein beliebiges anf eiuen festen Korper wirkendes 
System von Kraften gegeben. Wir saheu, dass es nicht 
immer miiglicli ist, eine einzige Kraft zu finden, welche dem 
gegebenen Kraftesysteme Equivalent ist. Es ist aber immer 
moglich, eine Kraft und ein Kraftepaar zu linden, welche 
zuaammen dem gegebenen Kraftesysteme aquivalent sind, 
wobei noch der Angriffspunkt der Kraft beliebig gewiihlt 
werden bann. Seien A, B, G die Summen der Componenten 
der gegebenen Krafte, D, E, F die Summen ihrer Momente 

Boitimenn, Jlechimlk I. 12 
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bezliglich der Coordinateiiaxen, so kann man vom Coordi- 
natenare prang e aus, den man beliebig wahlen kann, zwei 
Vectoren von OK und OP ziehen, welche eine Kraft und 
ein Kraftepaar mit den Componenten A, B, G resp. D, E, F 
in den Coordinatenriclittmgen daratellen. Man nennt sie die 
resultirende Kraft und da8 resultirende Paar. Beide zu- 
sammen sind dem gegebenen Kraftesyateme aqnivalent, da 
fiir die Kraft D, E und F, fiir das Paar A, B und G ver- 
schwinden, daher fur die Kraft und das Paar zusammon die 
aecha GrOssen A, B, C, D, E, F dieselben "Wertbe haben, 
wie fiir das ursprunglicb gegebene Krafteaystem. 

Das Paar kiinnen wir dabei durcli einen beliebigen 
gleicben und gleicb gerichteten, von einem anderen Punkte 
des EaumeB ausgehenden Vector darBtellen. Wenn wir aber 
fiir die Kraft einen anderen, nicht in ihrer Eicbtung liegen- 
den Angriffspunkt wablen, so miissen wir das Paar in einer 
Weise veriindern, die man durcb die nachfolgenden Be- 
tracMungen iinden kann. 

Es wirke auf einen festen Korper eine einzige Kraft. 
O eei ibr Angriffapunkt, OK der Pfeil, der sie in Groase 
und Richtung daristellt. Wir kSnnen ihre Wirkung auf den 
festen Korper immer eraetzen durch eine gleicbe, gleicb ge- 
ricbtete Kraft, die in irgend einem anderen Punkte (J aii- 
greift, der nicht in der Eicbtung der ersteren Kraft liegt, 
und ein Kraftepaar. Um dies zu zeigen, fligen wir nocb 
zwei Krafte O K' und O'K" binzu, welche beide im Punkte O' 
angreifen, von denen die erste gleicb und gleicb gerichtet, 
die zweite ebenfalls gleicb, aber entgegengesetzt gerichtet 
wie die Kraft OK iat. Da sicb diese beiden Krafte auf- 
heben, so ist die gegebene Kraft OK acLuivalent mit dem 
Systeme, das aus den drei Kraften OK, O'K' und 0' K" 
besteht. Die beiden Krafte K und ff K" bildeii aber ein 
KrSftepaar, welches wir durch einen Vector CP' darstellen 
konnen, der senkrecht auf der Ebene OKO" in demjenigen 
Sinne atebt, dasa um ihn die Drehungsrichtung des Paares, 
Eilso aucb die von OK gegen 0' auf kilrzestem Wege im 
positiven Sinne gescbiebt. Daa Moment dea durcb O' K dar- 
gestellten Kraftepaares ist gleich der Flache dea Paralielo- 
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gramms OKCfE", also der doppelten Flache des Dreiecks 
OKO'. Diese doppelte Flache ist also gleich der mit F 
nmltiplicirten Lange des Vectors OP". 

Die Kraft O'E' und das so gefundene Paar ffP' sind 
imnier der einen Kraft ^ aquivalent, was wir den Satz 142) 
nennen woUen. 

Sei nun ein beliebiger fester Kfirper und ein beliebiges 
daravif wirkendes System von Kraften gegeben, Uaaselbe 
sei der Kraft OK und dem Paare OF aquiyalent, O sei 
ein beliebiger anderer Punkt. Es sei die Aufgabe gestellt, 
das urspriinglicli gegebene KrSiteaysteni dtirch eine im 
Punkte O angreifende Kraft und ein Kraftepaar zn er- 
setzen. 

Wir kOnnen das Paar auch durch einen von 0' ge- 
zogenen, mit OP gleichen und gleich gerichteten PfeU O'P", 
die Kraft aher durck eine auf O wirkende, mit O K gleicke 
und gleich gerichtete Kraft O'K' und nock durch ein Paar 
0' P' ersetzen, das durck die Bedingungeu 142) beatimmt ist. 
Die beiden Paare CJP' und OP" konnen wir zu einem ein- 
zigen Paare O'P"' zusammensetzen, welckes also mit der 
Kraft OK' Tereint dem urspriinglich gegebenen KrEftesjsteme 
aquiyalent ist, womit die gestellte Aufgabe gelost ist. 

Die neue Kesultirende O'K' ist gleich nod gleich ge- 
richtet der alten OK. Das neue resultirende Paar O'P'" 
aber hat nur dann das gleiche Moment nnd eine gleick ge- 
riektete Axe wie das frilkere resultirende Paar OP, wenn 
der Punkt 0' in der Eiclitung der Kraft OK liegt. 

Es verdient nock erwaknt zu werden, dass der An- 
griffspunkt O der resultirenden Kraft immer so gewiihlt 
werden kann, dass dieselbe auf der Ebene desjenigen Paares, 
welckes mit ihr vereint dem gegebenen RrSftesysteme ^q^ui- 
yaieut ist, senkreckt steht, dass also die Axe des resultiren- 
den Paares die Eichtung der resultirenden Kraft hat. Man 
nenat den Inbegriff einer auf einen festen Kftrper wirkenden 
Kraft und eines ebenfalls darauf wirkenden Paares, dessen 
Axe die Eichtung der Kraft kat, offers eine Dyname. 

Dass der Angriffspunkt der resultirenden Kraft wirklich 
immer so gew§.hlt werden kann, beweisen wir wie folgt. 
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Ea giebt stets, wie wir wissen, eine in einem 
PuEkte angreifende Kraft OK, welche, vereint mit einem 
Paare OP, dem gegebenen Kraftesyeteme Equivalent ist. 
Man kann das Paar immer in zwei Componenten zerlegen, 
welclie durch die Vectoren OF, ON dargestellt sind, von 
denen der erstere in dieselbe Gerade wie die Kraft OK 
fallt, der letztere darauf senkreoht steht. Man ziehe nnn 
die Gerade 0(y senkrecht auf die Ebene NOK nach der- 
jenigenSeite hia, dass dieUrehung, welche Off auf kiirzestem 
Wege nach 0' iiberfubrt, um ON mi. negativen Sinne ge- 
schieht Dem Sttlcke O giebt man die Lange F.ONjO K. 
Nach dem Satze 142) ist mm die Kraft OK aquiyaleut 
einer gleicheu, gleich gerichteten, in ff angreifenden Kraft 
ffK und einem Paare, welches dieselbe Axe and dasselbe Ge- 
sammtmoment, aber gerade den entgegengesetzten Drehungs- 
sinn wie daa Paar N hat und sich daher mit diesem auf- 
hebt. Das Paar OF aber kann auch durch einen gleicheu, 
gleich gerichteten, von (7 aue gezogenen Pfeil 0' F' dar- 
gestellt werden. Die Kraft O'K' und das Paai- O'F', deseen 
Axe in die Richtung der Kraft O'K' i^Ut, dessen Ebene also 
senkrecht dai'auf steht, sind also dem urspriinglich gegebenen 
Kraftesysteme ilquiTalent. Da. F und ON die Katheten 
eines rechtwinkeligen Dreiecks sind, deasen Hypothentise P 
iat, ao ist nothwendig OF <, OP. 

Wenn also die reaultirende Kraft in 0' oder einem 
beliebigen anderen Punkte der unendlichen Geraden 0' K' 
augreift, so dasa sie die Eichtung der Axe des dazu ge- 
horigen resultirenden Paares hat, so ist das Moment des 
letzteren kleiner, als bei jeder anderen Lage dea AngrifCs- 
punktes der resultirenden Kraft. 

§ 54. Ersatz einer Drehung durch eine andere und eine 
ParallelverscMebung. Schrauhenbewegung. 
Ganz analoge Satze. lasaen sich fUr Drehungen ent- 
wickeln. Gerade so wie jedes Kraftesystem durch eine einzige 
Kraft und ein einziges Paar ersetzt werden kann, so kann 
jede beliebige Lagenanderung eines festen Kijrpers darch 
dea Verein einer einzigen Drehung und einer einzigen Parallel- 
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Terschiebang erzeugt werden. Gerade eo wie der Vector, der 
ein Kraftepaar darstellt, yon jedem Punkte des Raumes aus 
gezogen- werden kann, so kann aach der Vector, der die 
Parallel verschiebung daratellt, von Jedem Punkte des Raumes 
aus gezogen werden. Derselbe soil daher wieder mit P 
bezeichnet werden. Der Vector, welcber die Dreiiung aus- 
drilckt, kann von jedem Punkte der Drehnngeaxe aus ge- 
zogen werden, wie der Vector, der eine Kraft darstellt, von 
jedem Punkte ihrer Eichtung aus gezogen werden kann. 
Ein Vector, welcher eine Drekung darstellt, soil daher wieder 
mit K bezeicbnet werden. Ein von einem beliebigen an- 
deren Punkte 0' aus gezogener Vector O'K', der gleich und 
gleich gerichtet wie OK ist, atelit uns eine gleiche, gleich 
gerichtete Drehung um eine parallele Axe dar. 

Genau bo wie friiber die Kraft OK aquivalent der Kraft 
O'E' und einem Paare P' war, bo ist aucb die Lagen- 
anderung, welcbe durch die Drebung OK erzeugt wird, 
identisch mit der, welcbe durcb die Drebung O'K' vereint 
mit einer Parallel verschiebung CP' erzeugt wird. 

Wir beschranken uns auf unendlicb kleine Drebungen 
und Parallel verschiebung en, £iir welcbe auch die Parallel- 
verschiebung O'P' in Grosse und Kichtung durch Begeln 
bestimmt ist, die dem Satze 142) vollkommen analog sind, 
welcher dainals das Paar O'P' bestimmte. 

Durch die Drehung OK erfabrt, wenn sie unendlich 
klein ist, der Punkt 0' eine Verschiebung O'P' senkrecbt 
znr Ebene O^C?" in dem Sinne, dass um die von O' nach 
P' gerichtete Gerade die Drehung der Geraden OK auf 
kUrKestem Wege in die Lage 0' im positiven Sinne er- 
folgt. Die Grfisse dieser Verschiebung ist w.O'A, wobei w 
der Drehungswinkel der durch OK dargostellten Drehung, 
O'A der senkreehte Abstand des Punktes 0' von der 
Drehungaaxe K ist Sei F der ReductioDsfactor, so dass 
die Lange des Pfeiles OK gleich Fw ist, so ist also: 
143) „p^OX^J^__.OKO:^ 

wobei OKO' der Flacbeninhalt dieses Dreiecks ist. 
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Ertheilen wir nun dem ganzen festen Korper die 
ParaHeherschiebung OP und die durch OK! dargesteliten 
Drehung um eine zu OK paraJlele, durch O gehende 
Axe, wobei auch der Drehungssinn und Drehungswinkel 
derselbe wie bei der Drehung K ist. Dadurch wird, wie 
man leicht beweist, der Punkt A des festen Korpers und 
daher auch jeder Punkt desselben, der urspriinglich in der 
Geraden OK lag, schliesslich wieder in seine alte Lage 
zuriickgefiihri Femer kommen aUe Ptrnkte des Korpers, 
die in der durch O in der Eicbtung OK gezogenen Ge- 
rajiea liegen, daher auch schHesshch der ganze feste Korper 
in dieselbe Lage, wie durcb die Drehung OK. Es erfahrt 
daber der ganze K5rper dnrch die Drehung OK allein dieaelbe 
LagenSnderung, wie durch die Drehung O'K und die durch 
die FornieU43) gegebene Parallelverschiebung OP zusammen. 
Daraus ersiebt man sofort Folgendes: 1, Sei OP die 
ParallelTeracbiehung und OK die Drehung, durch welche 
irgend eine unendlich kleine Lagenaaderung irgend eines 
festen Korpers erzeugt werden kann und O ein heliebig 
gegehener Punkt. Es sei die Aufgabe gestellt, dieselbe 
Lagenanderung durch eine Parallelverschiebung und eine 
Drehung um eine durch O gehende Axe zu erzeugen. Die 
P^aUeiyerschiebung konnen wir auch durch einen PfeU OP', 
der gleich und gleicb gerichtet wie P Tom Punkte O aus 
gezogen iat, daratellen. Die Drehung OK aber konnen wir 
durch eine Drehung, die durch einen von 0' aua gezogenen, 
mit OK gleichen and gleich gerichteten Pfeil OK' dar- 
gestellt ist, im Vereine mit einer Parallelverschiebung OP 
ersetzen. Die Grosse der letzteren ist durcb Formel 143) 
und ihre Eichtung durch die bei Entwickelung jener Formel 
gegebene Eegel bestimmt. O' P muss so senkrecbt auf der 
Ehene OKO' sein, dass die Drehung von O/C auf turzestem 
"Wege nach O eine positive Drehung um 0' P' ist. Die Auf- 
gabe ist dana gelCst, wenn man noch die beiden Parallel- 
verscbiebungen OP' und OP" zu einer einzigen OP" 
zusammengesetzt hat. 

2. Es kann auch hier wieder der Punkt O so gewahit 
■werden, dass die Parallelverschiebung in dieselbe Gerade 
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iallt, wie die Drehungsaxe. Um den hierzu geeigneten 
Punkt O' zu iinden, zerlegen wir die Parallel erschiebung 
OP in zwei Componenten OF und ON, von denen die 
eratere in die Bichtung OK fallt, die leti;tere darauf senk- 
recht steht. Wir ziehen nan die G-erade 0' so senkrecht 
auf die Ebene KON, dase die Drehung der Gferaden OK 
auf kiirzestem Wege in die Lage 0' im negatiyen Sinne 
um ON geschieht und maclien die Lange 

Oa^r.ONjOK. 
Dann wird die Drelinng OK dieselbe Lagentoderung er- 
Keugen, wie die durch einen von (7 aus gezogenen, mit OK 
gleiohen und gleich gerichteten Pfeil O'K dargestoUte 
Drehung vereint mit einer Parallelverschiebung, welche die 
Parallelyerschiebung OiVgerade anfhebt. Die Drehung O'K' 
und die Parallelverschiebung OF iangs der Axe derselben 
erzeugen daher jedesmal die gegebene Lagenanderung dcs 
f eaten Korpers. 

EJne Drehung vereint mit einer Parallelverschiebung in 
der Kichtung der Drehungsaxe nennt man eine Schrauben- 
bewegung, da eine Scbraube, die sich in ibrer Mutter drebt, 
stets eine soiche Bewegung macht. Jede unendlich kleine 
Lagenanderung eines festen Korpera kann daher durch eine 
einzige Schraubenbewegung erzeugt werden, wenn der 
Drehungsvdnkel, die Axe und die GanghShe der Schraube 
gewahlt werden. 



§ 55. AUgemeine Gleichungen fiir die Brehnng eines festen 
KiSrpers um eine feste Axe. 

Wir gehen nun ziir Bewegung eines festen Kiirpers iiber, 
in ■welchem zwei Punkte, daher auch alle Punkte, die in 
ihrer Verbindungslinie liegea, festgehalten werden. Wir 
konnen z. B. durch den festen Korper eine fest damit ver- 
bundene Axe gesteekt denken, deren beide Enden zugespitzt 
sind und in festen Lagern ruhen. 

Die Position dee festen Korpera ist in dieaem Falle 
durch die eines einzigen Punktes A desselben bestimiut, der 
nicht auf der Axe liegt. Um aber diese zu bestimmen, fallen 
wir von A eine Senkrechte auf die Axe und tezeichnen den 
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"Wiakel zwischen der Lage, welche diese Senkrechte zu An- 
fang der Zeit hatte und der, welche sie zu irgend einer Zeit I 
hat, mit w. Dieser Winkel misat ja in der That die Drehung, 
welche der KSrper seit dem Zeitanfange erfahren hat. Wir 
kSnnen den Winkel w in beliehigem Sinne herum zShlen, 
bezeichnen aber diejenige Riobtung der Drehungsaxe, um 
welche dieae Zahlung im positiven Sinne erfolgt, als die 
positive. 

Wir koanen die Gleichungen, welcbe filr einen voll- 
kommen freien Kiirper gelten, auch in diesem Falle an- 
wenden, wenn wir zn den ^usseren Kraften auch die Krafte 
rechnen, welche die Drehungsaxe resp. die beiden Lager in 
unveranderlicher Lage erhalten. 

Irgend ein Maasentheilchen m des Korpers habe zur 
Zeit t die Coordinaten x, y, % und die Entfernung r von der 
Drehungsaxe, weiche wir zur Abscissenaxe w^hlen (und zwar 
ihre positive Richtung als positive Abscissenaxe). Die Ge- 
rade r, von der Axe gegen den Punkt m gezogen, schliesse 
mit der positiven 3:2/-Ebene den ebenfalls im positiven Sinne 
zu zahlenden Winkel a ein, so dass 
144) 2/ = *■ cos a , %~rsma 

ist. Wabreod der Zeit di soil der Winkel w um dw 
wachsen, so dass sich also der Korper um den Winkel d w 
um die Abscissenaxe dreht und zwar im positiven oder 
negativen Sinne, je nachdem dm positiv oder negativ ist. 
Den Differentialquotienten d wjd t bezeichnen wir mit (o und 
nennen ihn die WiBkelgeschwiudigkeit. Daher ist aueh der 
Zuwachs da des Winkels a gleich dw, wahrend r und x con- 
stant hleiben. Man findet daher aus deu Gleichungen 144); 

' '^^ _ n '^y _ ■ ^''' 

dt ~ ' dt ^ ^ dt ~ ' 

dx 

— = ,-cos«. <. = !/«, 



= 0, 



_^_^„._^ 
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Wir wollen ferner mit — J,, — J3,, — Cj die Summe 
der Compoiienten der you den Lagem auf die Axe und durcli 
dieee auf den Korper wirkenden Krafte in den drei Coordi- 
natenrichtungen, mit — i),, — E^, — F^ die Summe der 
Momente derselben bezuglich der Coordinatenaxen, ferner 
mit A^, B^^, 0^, D^, E^, F^ dieselben Grossen bezuglich der 
abrigen auseeren Kr§Jte bezeicbnen, die auf den Kijrper 
wirben. Die auf die Axe wirkenden Krafte konnen wir uns 
an den beiden Spitzen derselben angreifend denken, Ihre 
Angriffspunkte liegen daher jedenfalls in der Abscissenaxe 
und ihr Moment bezuglicb der Abacisaenaxe ist gleicli Null. 
Es ist also -Dj = 0. 

Die Substitution der Werthe 144) und 145) fur die 
Coordinaten, sowie der Werthe far die Kraftcomponenten 
und Momente in die Gleichungen 134) und 136), wobei 

2 1 ip % (PiA 
*** ^ rfT^" "■ ^ rfl^ ) " "^ ^^^' ^'^ 
schreiben sind, liefert die folgenden Gleichungen: 

- J^ + A^ = Q, 

Dabei wurde w^ und — j— vor die Summenzeichen gesetzt, 
da w aowie dessen Differentialquotienten nach der Zeit fiir 
alle Punkte des Korpers dieselben Werthe haben. 

Die ersten fiinf dieaer Gleichungen hestimmen die Kraft- 
componenten — A^, — jBj, — C( und die Drehniomente — E^ 
und — Jj, welche von den Lagem auf die Axe anageilbt 
werden, dienen daher aach umgekehrt zur Bestiiomung der 
Summen A^, B^, C, der Componenten der Krafte nach den 
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Coordinatenaxen und der Drelimomente S, und F^ beziiglich 
der y- und 3:-Axe, welche der Korper auf die Vorrichtung, 
welche die Lager feethalt, ausilbt. Die letzte Gleichung 
dient zur Bestimmnng der Bewegtmg des Korpers. 

Die auf ihrer linken Seite mit dwjdt multiplicirte 
Summe wird gehildet, wenn man jedes Massentheilchen des 
Korpers mit dem Quadrate seiner Entfemung von der Axe 
multiplicirt und alle eo gebildete Producte addirt. Sie heisst 
das Triigheitsmoment des Korpers beziiglich dieser Axe und 
aoU mit K bezeichnet 'werden. Da sicii wahrend der Be- 
■wegung weder die Masse eines Massentheilchena, noch dessen 
Entfemung 7on der Drehungsaxe ^erandert, so bleibt das 
Tragheitsmoment walirend der ganzen Bewegung coastant. 
Unter Einfiihrung deseelben erh^t man aus der letzten der 
Gleichungen 146): 

147) 'f^ = ».. -"-S- 

Man sieht, dase fur die Winkelbeachleunigung 

dcoldt^d^wldt^ 
mir die Griisse D^ ausschlaggebend ist Zwei Kr&fte, welche 
zu dieeer Grosse denselben Betrag liefern, iiben genau die- 
selbe drehende Wirkung am die betreffende Axe auf den 
Korper aus, woher der Name Drehmomeut beziiglich einer 
Axe stammt. 

§ 56. Gleichformige und gleichfonnig beachleunigte Brehung. 
Physisches Pendel. Waage. 
Die Gleiehungen 147) haben genau dieselbe Form wis 
die Gleichungen 13) und 14) fiir die Bewegung eines Korpers 
ill einer geraden oder krummen Linie. Man kann daSier 
jedenSatz, denwir fiir die letztere Bewegung gefunden haben, 
in einen entsprechenden Satz fiir die drehende Bewegung 
eines festen Korpers um eine feate Axe verwandein, indem 
man folgende Vertauschungen vornimmt: Man setzt den 
Drehungswinkel w statt des Weges s, die Winkelgeschwiudig- 
keit (0 statt der Geschwindigkeit c im gewiihnlichen Sinne, 
das Tragheitsmoment K des Kiirpers beziiglich der Drehungs- 
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ai.e statt der Masse und die Summe D^ der Momente aller 
aui den Kdrper wirtendeo Krafte bezuglich der Drehiings- 
axe statt der Summe S der Componenten der Krafte in der 
Richtung der Bewegung des Korpers, 

So geschieht, wenn die Summe der Momente der Krafte 
bezuglich der Drebungsaxe Null iat, die Drehung gleich- 
t(jrrmg, wenn diesc Summe constant ist, so erhalt man 



Ein weiteres Beispiel ist folgendes: Auf einen Magnet 
YOm Tragheitsraomente K, der in einem Kupfergebause an 
einem Faden aufgebangt ist, tibt dessen Torsion und der 
Erdmagnetismas ein gegen die Euhelage treibendes Drek- 
moment — aw aus, welches nabe dem Ausschlagwinkel to 
proportional ist; ein anderes theils von den im Gebause 
iuducirten Sfcromen, theils vom Luftwiderstande herriihrendes 
Drebmoment — 6 ra ist der Winkelgescbwindigkeit proportio- 
nal und wirkt der Bewegung entgegen. Wir konnen daber 
in diesem Falls alleFormeln des § 18 anvera.ndert anwenden, 
wenn wir K, w, m statt to, x, u scbreiben, wodurcb deren 
Anwendbarkeit auf praktiscbe Falle illustcirt wird. 

Einen Korper, welcber gezwungen ist, sich unter dem 
Einfiusse der Schwere um eine nicht vertieale Axe zu dreben, 
nennfc man ein physiscbes Pendel. Sind die Sehwingungen 
klein, so sind, wenn wir den Luftwidecstand aJs eine der 
Winkelgescbwindigkeit proportionale Dampfung mit in Eecb- 
nung Ziehen, wieder genau dieaelben Formeln wie beim 
Magnete anwendhar. Obne bierauf naber einzugeben, will 
ich noch einiges tiber endlicbe Schwingungen bei Ausschluss 
jeder anderen Kraft ausser der Schwere und der Festigkeit 
des KQrpera und der Axe bemerken. 

Sei die Drehungsaxe, welcbe wir wieder znr Absciasen- 
axe wablen, horizontal. Die j/-Axe woilen wir vertical nach 
abw^iTts Ziehen, a sei die Lange der vom Scbwerpunkte 
auf die Drehungsaxe gef^llten Senkrecbten, welche mit der 
a;«/-Ebene den M'inkel w bilde, M sei die gesaramte Masse 
des Kiirpers, K dessen Tr^gheitsmoment bezilglicb der Ab- 
acissenaxe. Das ganze Gewicht J/i; kann man sich imSchwer- 
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punkte angreifend denken. Sein Drehungsmomerit beziiglich 
der Abscissenaxe ist also — Mg a sin w, wobei das negative 
ZeicJien geaetzt werden muss, da es den Winkei w zu ver- 
kleinern strebt. Man erhalt daher die Gleichung: 

K- T-j - = — My o- sm w . 

Vergleicht man dieselbe mit der Grleicliung 120), so sieht 
man, dass aich det Winkei w genau nacb demselben Ge- 
setze wie beim einfaclien Pendel verandert, nur dass 
KjMff statt der PeudeEange I zu sclireiben ist So ist die 
S cb win gun gs dauer 

"8) "-i/^li + ^ + l^-"*-)- 

wobei wieder a der Sinus des groasten Elongations winkei a 
ist Ware die Drehungsaxe nicht horizontal, so wUrde an die 
Stelle von y die Componente der Beschleunigung der Schwere 
in der Ricbtung aenkreeht zar Drehungsaxe, also g multi- 
plicirt mit dem Sinus des Winkels zwiachen der Drehungs- 
axe und der Verticalen treten. 

Unter denselben mechanischen Bedingungen befindet 
aich die Waage. Wir haben una da einen schwerenj um 
eine borizontale Axe drebbaren Korper zu denken. Derselbe 
ist jm stabilen Gieichgewichte, d. h. die Sch-were fiihrt ihn 
bei jeder kleinen Stoning wieder in die Gleicbgewichtslage 
zuriick (vergl. § 10), wcnn der Scbwerpunkt vertical unter 
der Drehaxe liegt. In dieaer Lage siiid zu entgegengesetzten 
Seiten der Drehaxe zwei gleich schwere Waagschalen so be- 
festigt, dass die Punkte, auf welcbe sie driicken, vollkommen 
symmetrisch beziigheh der durch die Drehaxe gelegten 
Vertical ebene liegen. Legt man daher einen Kiirper auf die 
eine, einen zweiten auf die andere Waagschale, so kann man 
daran, dass das Gleichgewicht ohne Drehung des KSrpers 
bestehen bleibt, erkennen, dasa beide Korper das gleiche G-e- 
wicht und daher auch die gleiche Masse haben, da daa Ge- 
wicht gleich dem Producte aus Maaae und Beschleunigung 
der Schwere, ietztere aber erfahrungsmassig fur alle Kiirper 
gleich ist. Halt eiu auf der einen Waagschale liegender 
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Korper zwei anderen, unter sich ganz gleich beschaffenen, 
auf der anderen Waagschaie iiegenden das Gleichgewicht^ 
so erkennen wir, dass er die doppelte Masse als jeder der 
letzteren hat etc. 

Die Regeln fiir die einfachste praktische Bestimrauiig 
der Masse folgen auch bei une erst aus sehr verwickeiten 
Conaeciueiizeii unseres Bildes. Allein dies ist keine logische 
Schwache, wie wenn erst die Grundbegriffe und Fundamental- 
deiinitionea aus Consequenzen unserer Constructionen folgen 
wiirden, zu deren Aufhau sie dieGtrundpfeiler batten sein sollen. 



§ 57. Tragheitsradins. Tragheitsmomente beziiglich 
paralleler Ax en. 

Die Grosse K heisst das Tcagheitsmoment, weil aie an 
die Stelie der Masse tritt, welehe ja das Maass des Trag- 
heitswiderstaiides ist, den der Korper der Beschleunigung 
entgegensetzt. 

Setzt man I = l/"ij7j ^<^ ^^* ''■ die Entfemung, in welciier 
sich die gesammte Masse M des Korpers, wenn sie in einem 
einzigen Punkte vereiiit ware, yon der Drehungsaxe belinden 
miisste, uni dasselbe Tragheitsmoment wie der ganze KBrper 
zu haben. Denkt man sich daher den ganzen ubrigen KSrper 
massenlos und seine Masse in einem einzigen, fest damit 
verbundenen Punkte concentrirt, der sich in der Distanz X 
Yon der Drehungsaxe befindet, so wiirde er unter dem Eiu- 
flusse derselben Krafte bei denselben Anfangsbedingungen 
dieselbe Drehung um die fix gedachte Drehungsaxe machen. 

Da jede im Korper gezogene Gerade Drebungsaxe sein 
kann, so ist es von Wichtigkeit, das Tragheitsmoment eines 
Kiirpers beziiglich jeder beliebigen darin gezogenen Geraden 
leicht bestimmen zu konnen. Zu diesem Zwecke sind die 
nun zu behandelnden Satze nutalich, mittelst welciier das 
Tragbeitamoment eines Korpers beziiglich einer beliebigen 
Axe leicht berechnet werden kann, wenn man das Tragheits- 
moment desseiben Korpers hezuglich dreier bestimmter, durch 
seinen Schwerpunkt gehender Axen berechnet hat. 
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Satz liber das Tragheitsmoment bezilgHch 
paralleler Axen. 

Heisst K das Tragheitsmoment irgend eines Korpers 
beziigUch einer beliebigen Axe, L das beziiglicli einer 
parallelen, durcb den Scliwerpunkt gehenden Axe, welcher 
Yon der ersten Axe den Abstaiid it baben soil, und ist r die 
Entfernung irgeod eines Massentheilchens m von der ersten, 
() die Ton der zweiten Axe, bo ist gemass der Definition des 
Tr agbe itsmomente s 

Die Werthe dieser GrBsaen beziehen sich auf keiif Coordi- 
naten system. 8ie Bind daher unabhangig von der Lage 
eines Coordinatensystems, welcbee wir jetzt erst einMiren 
wollen. Wir wablen den Schwerpunkt als Coordiaaten- 
ursprung, die von ilim auf die erate Axe gefallte Senkrechte 
a!s Abscissenaxe und die der ersten Axe parallele, durcb 
den Schwerpunkt gehende Axe als s>Axe; ferner bezeiclinen 
wir die Coordinaten des Massenpuuktes m mit x, y, %. 
Daun ist: , „ „ 

r^ = (^-<7f + 3/^ = (»^ + (r^-2nz, 
dalier : 
148a) '^mr^^^m^^ + G-'M-'^c^mx. 

M ist die gesammte Masse des KSrpers. Da nun die 
Abscissenaxe durcb den Schwerpunkt geht, so ist dessen 
Abscisae also auch "^inx^ii. Ferner ist in GleiohungI48a) 
der Ausdruck links daa Tragbeitsmoment beziiglich der eraten, 
das erste G-lied recbts das bezuglich der zweiten, parallel 
durcb den Schwerpunkt gehenden Axe. Es ist also 
149) ^=L + 3fff^ 

Dieser Ausdruck erlaubt das Tragheitsmoment bezuglich 
einer bebebigen Axe zu berechnen, wenn das bezuglich einer 
paraUelen, durcb den Schwerpunkt gehenden, die gesammte 
Masse dea KBrpers und die Entfernung des Schwerpunktea 
von der ersten Axe gegeben sind. 

Sei nocb eine andere, der ersten Axe parallele Axe 
gegeben, sei K' das TrSgbeitsmoment desselben KSrpers be- 
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ztiglich der letzteren Axe uad u' ilire Entfernung vom 
Schwerptinkte des Korpera, so ist; 



daher: 

Aus der letzten Formei kaiin das Tragheitsmoment be- 
zuglich einer beliebigen Axe berechnet werden, weiin das 
bezilglicii einer beliebigen ajidergn, ihr parallelen, die 
Distanz beider Axen Yom Schwerpunkte des KiJrpers und 
die Gesammtmaase des Korpers gegeben sind. 

§ 58. Has Tragheitsellipsoid. 
Wir bezeichnen nun mit einen beliebigen Punkt im 
Innem oder ausserhalb des festen Kijrpers, ziehea durch 
denselben Axen nacb alien moglichen Riohtungcn im Eaume 
und eteUen una die Aufgabe, die Eelation zu finden, welche 
zwiachen den Tragbeitsoiom eaten desaelben Korpers beziig- 
licb dieser verschiedenen Axen beeteht, 

Wir machen den Punkt znm Anfangspunkte eincs 
vorlaufig noch ganz willkiirlicheii Coordinatensyatems und 
Ziehen durch eine Trillktirliche Gerade ®, deren Eichtungs- 
cosinus bezuglich dieses Coordinatensyatems wir mit a, ^, y 
bezeichnen, ^sei das Tragheitsmoment dea Korpers beziiglich 
der Geraden ®, Femer sei m ein beliebiges Massentheilchen 
des KQrpers, r dessen Entfernung von der Geraden ©, S die 
Lange der vom Coordinatenuraprunge nach der Masse m 
gezogenen Geraden, I, ji, v die Eichtungscosinus der letzteren 
Geraden und a der "Winkel, den sie mit der Geraden ® 
einschliesst. Endlich seien x^^Rl, y = Rji und z=}iv 
die Coordinaten dea Massentbeilcbens m. Dann iat 

r^= R^sin^e = R^{\ ~ {aX + ^ p. -^ y vf] - 
= R' [a^ ifi' +v^ + ^^ [X^ + v') + y^ [l^ + fi') - 

-^a^Xfi-2aylv -2(iyi>.v'] = 

— 2a^xy — 2 ctyxx — 2 ^yy%. 
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Setzt man daher 

so erhalt man also fiir das Tragheitsmoment beziiglioh der 
Axe ® den Werth: 

151) K='^mr'^=aci^+b^"~+eY^-2d^Y-2eay-2fci(3. 
Die KeuntnJBS der sechs Constanten 150), von denen a, b, e 
offenbar die Tragheitsmomente deaselben Korpers bezuglich 
der drei Coordiaatenaxen sind, geuugt also, um das Trag- 
heitsmoment beziigiich jeder beliebigen dnrcb O gezogenen 
Axe zu berechnen. 

Man kann sich von der durch Formel 151) anegedriickten 
Abhangigkeit der Grosse des Tragbeitsmomentes von der 
Lage der betreffenden, durch O gehenden Axo ein anscbau- 
liches Bild macben, wenn man sicb durch alle mQglichen 
Axen gezogen denkt und auf jeder von aus eine Lange 
auftragt, welche genau gleich dem Tragheitsmomente des 
Korpers beziigiich dieser Axe ist. (Den Re ductitfnsf actor 
woUen wir, die Dimensionen nieht beachtend, gleich Eins 
setzen.) Die O gegeniiberliegenden Endpunkte aller dieser 
Geraden wUrdeii daun eine Flache bilden, die uns ein an- 
schauHohes Bild von der Abb^ngigkeit der Grosse des 
Tragbeitsmomentes von der Eichtung der Axe gabe. Die 
AnschauUchkeit wird nicht wesentlich geringer werden, wenn 
wir auf jede Axe das Quadrat oder den Logarithmus odcr 
sonst eine einfache Function des betreffenden Tragheits- 
momentee auftriigen. Wir woUen, da dann die betreffende 
Flache besonders einfach ausfallt, die reoiproke Quadrat- 
wurzel auB dem Tragheitsmomente auftragen. Wir tragen 
also auf die Gerade @ von aus ein Stiick P^ = r auf, 
dessen Lange l/y^sei. Bezeichnen wir mit j = r«, l) = r^, 
^ = tY die Coordinaten des Punktes P^, ao folgt, wenn wir 
fiir £■ seinen Werth 1/r^ substituiren, aus 151): 
152) l-aj^+6 5'+ci=-2<iga-2ejs-2/-jq. 

Wenn wir durch nach alien moglichen Kichtungen 
Gerade Ziehen und auf jeder von aus eine Strecke auf- 
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tragen, deren Lange die reciproke Quadratwurzel aus dein 
Tragheitsmomente des Korpers bezuglich der betreffenden 
Geraden ist, so geniigen die Coordinaten der aaderen End- 
punkte aller dieaer Geraden der Gleichung 152). Dieselbe 
ist also die Gleioliung der Flache, welche von alien dieaen 
Endpunkten gebildet wird. Man nennt sie das Tr^gheita- 
ellipsoid oder auch das Centralellipaoid, welches zii deiu 
Punkte des betreffenden Korpers gehort. Schliessen wir 
namlich den Fall aus, dass alle Massenpunkte des Korpers 
in einer Geraden liegen, so kann K niemals Nail, dalier r 
niemals unendlicli werden. Die darch die Gleichung 152) 
dargesteUte Flache kann sicli daher nirgeads ins Unendliclie 
erstrecken. Sie muss, da diese Gleichung vom zweiten Grade 
ist, ein Ellipsoid (einschlieaslich der Kugelilaciie) sein. 

Haben ivir die sechs Grbssen a, 6, c, d, e, /" berechnet, so 
konnen wir dieses Ellipsoid construiren und erhalten so ein 
anschauliches Eild der verschiedenen Tragheitsmomente. Die 
Wahl der Coordinatenaxen war bisher YoUkommen willkurlich. 
Wir kiinnen immer die drei Axen des Tragheitsellipsoides 
(falls dieses ein Rotations ellipsoid oder eine Kugelfi^che ist, 
drei beliebige aufeinander senkrechte Axen deaselben) als 
Coordinatenaxen wahlen. Wir bezeichnen diese neuen 
Coordinatenaxen mit OX^, OY^, Z^. Die Gleichung des 
Tragheitsellipsoides reducirt sich dann, wenn j^, i)^, 5^ die 
Coordinaten eines Punktes desselben beziiglich der neuen 
Coordinatenaxen sind, auf 
153) l = «iS? + \l)l + c^il. 

Da alles, was frilher aUgemein bewiesen wurde, auch von 
den neuea Coordinatenaxen gelten muss, so ist, wenn a\,yj^,x^ 
die Coordinaten irgend eines Masaentheilchens m des KBrpers 
beziiglich der neuen Coordinatenaxen sind 

Die ietzten drei Summen mueaen ja nach 152) fiir jedes 
Coordinafcensystem gleich den Coefficienten von t) j, js und ji) 
in der Gleichung des Tragheitsellipsoides sein, welche fiir 
uuser gegenwartiges Coordinatensystem verachwinden. 
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§ 59. Haupttragheitsmomente. 
Jede Axe des Tragheitecllipaoida neiint man eine zum 
Punkte gehorige Haupttragheitsaxe dea Kiirpers und das 
dazu gehorige Trg,gheitanioment ein Haupttragheitsmonient. 
Da 'i-jYa'i, '^liK ^'^^ i/V^ <li^ Halbaxen des Tragheits- 
ellipsoides smd, welches, wenn man seine Axen a]s Coordi- 
natenaxen wahlt, ja die Gleichung 153) hat, so sind die 
Haupttragheitsmomente die reciproiien Quadrate der Halb- 
axen des Tragheitseilipsoides. 1st das Tragheitsellipsoid ein 
dreiaxiges Ellipsoid, so giebt ea nur drei zum Punkte O 
gehSrige Haupttragheiteasen. Ist es ein Eotationaellipsoid, 
so existirt fllr den Punkt eine singulsLre Haupttragheitsaxe 
und jede darauf Senkrechte ist ebenfalls Haupttragheitsaxe. 
Dann sind auch alle Tragheitsmomente nach den letateren Axen 
gleich. Dies ist selhstverstandlich, wenn der Kiirper um die 
singulare Haupttragheitsaxe symmetrisch, z, B. ein homogen 
mit Maaae erfilUter Rotationskorper und der Punkt O ein 
Punkt der Eotationaaxe iat. Es kann aber auch ohne Sym- 
metrie des Korpers eintreten, Bei einem beliebigen Korper 
2. B., dessen Tragheitsellipsoid ein dreiaxiges ist, kann man 
dutch Hinzuiugung einer einzigen oder beliebig vieler Massen 
auf der Axe des mittleren Tragheitsmomentes dieaem das 
kleinste gleich machen. Dann muss der Korper ohne jede 
Symmetrie fiir aUe in deren Ebene Uegenden Axen gleiches 
Tragheitsmoment haben. 

Iat das Tragheita ellipsoid eine Kugel, so sind alle ihre 
Eadiea Haupttragheitsaxen, alle Tragheitsmomente beztigUcli 
derselben gleich. Dies tritt bei regularen, gleichformig mit 
Maaae erfiillten Korpem (Kugel, Wiirfel) immer ein, wenn 
der Punlct ihr Mittelpunkt iat, kann aber aucb bei ganz 
unregelmasaigen Korpem gewiaaermaaasen zufallig eintreten. 
Wenn wir drei Haupttragheitsaxen als Ooordinatenaxen 
einftihren, so versch^vinden in Gleicbung 152) alle drei 
Coefficienten d, e und f. "Wenn wir dann bios die y- und 
»-Axe in der j/s-Ebene dreben, so erbalt bios d einen von 
Null verschiedenen Werth. Wir kSnnen daher eine za O 
gehorige Haupttragheitsaxe als eine solche definiren, fiir 
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welche, wenii wir sie ala ir-Axe und als Coordinatsn- 
ursprung walilen, bei beliebiger Lage der y- imd x-Axe 
(natiirlich fiir reehtwinkelige Coordinaten) 
154) '^mxy = ^mxx = wird. 

Wenii jedem Massenpunkte des Korpers, der auf der 
einen Seite irgend einer Ebene liegt, ein anderer you genau 
gleicher Masse entspricht, der dessen Spiegelbild beziiglich 
der Ebene ist, so nennt man diese Ebene eine Symmetrie- 
ebene des Korpers. Wenn ein Korper eine Symmetrieebene 
bat und ivir diese zur i/^-Ebene wahlen, so entspricbt jedem 
Punkte ein anderer mit gleichem m, y and «, und gleichem, 
aber entgegengesetzt bezeichneten x, 3o dass 

iat; dann ist also jede auf der Symmetrieebene senkrecbte 
Gerade eine zu ihrem Durchaclinittspunkte mit der Sym- 
metrieebene gehorige Haupttragbeitsaxe, Ebeneo siebt man, 
dass, wenn ein Korper zwei aufeinander senkrecbte Sym- 
metrieebenen hat, ibre Durchscbnittalinie beziiglich jedes 
ihrer Punkte Haupttragbeitsaxe ist. Beaiiglich jedes dieser 
Punkte kOnnen daber dann die Haupttragheitsaxen ohne 
Eecbaung gefunden werden, da aucb jede durcb ibn in einer 
Symmetrieebene senkrecht zur Durclischnittslinie beider ge- 
zogene Axe Haupttragbeitsaxe ist. Man wird daber dann 
zunacbst die drei zum Schwerpunkte gehSrigen Haupttrag- 
heitsmomente berechnen, der ja auch auf der Durchscbnitts- 
linie der beiden Symmetrieehenen begen muss. Daraus 
kann man dann leicht das Tragheitsmoment beziighcb jeder 
anderen durch den Sobwerpunkt gebenden und dann anch 
beziiglicb jeder parallelen Axe berechnen. 

Hat aber der Korper keine Symmetrien, so bleibt niebts 
ilbrig, als beziighcb irgend welcber, am besten durch den 
Scbwerpunkt gehender Coordinatenasen die sechs Cofficienten 
a, b, B, d, 6, f zu berechnen, und nach den Methoden der ana- 
lytischen Geometrie die Axen des EDipsoides 152) zu euohen. 
Um die Tragheitsmomente K^, K^ and K^ eines Korpers 
bezUglich der drei Coordinatenaxen zu erhalten, empfiehlt 
es aicb oft zuerst die Grttasen 
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155) L, = ^mx\ L^=^my\ L^=^mx^ 

zu berechiieii(Binet'scli6, Minding'scheTragheitsmomente), 
welche natiirlich ahnliche Eigenschaften haben wie die ge- 
wohnliclien Tra,gheitsinomeiite und duroh ahnliche ElHpsoide 
(Binet's, Darboux's, Culmann's, Reye's Ellipsoid) dar- 
gestellt -werden konnen.'^) Es ist dann 

/q = L^ + Lg, ^2 = Li + Lj, K^ = L^ + L^. 

Daraus folgt K^ + K^> iq> E^~ K^. Zwei der Tragbeits- 
jnomente beziiglicli der Ooordinatenaxen kSnnen daher be- 
liebige positiye Wertbe babeii; das dritte aber muss zwischen 
deren Summe und Differenz, welche natiirlich durch Sub- 
traction des kleineren vom grosseren zu bilden ist, liegen. 
Da dies aucb YOn den Haupttragheitsmomenten gilt, welcbe 
gleich den reciproken Quadraten der Halbaxen «j, a^, k, 
des Tragheitsellipsoides sind, so muss aucb 

sein. Ein Ellipsoid, dessen Halbaxen dieser Relation nicbt 
geniigen, kann also nicht Tragheitaellipsoid sein. Gilt sie 
fiir eine Halbaxe a^ und ist a^^ die kleinere der beiden 
anderen, so muss sie aucb, wie man leicht sieht, fiir jcde 
andere Halbaxe gelten, 

Der Ton uns bisber ausgesclilossene Fall, dass alle 
Massen in einer Geraden liegen, bildet nur dann einen 
singularen Fall, wenn aucb der Punkt in dieser Geraden 
liegt. Dann ist das TrS.gbeitsmoment bezuglich dieser Ge- 
raden, welche natiirlich Haupttr^gheitsaxe ist, Null, beziig- 
lich jeder daraufSenkrechten, die ebenfalls Haupttragbeitsaxe 
ist, gleich. Das Tragheitsellipsoid degenerirt also in einen 
unendlichen Kreiscylinder. 

Bei Berechnung der Tragheitsmomente oder der Aus- 
drticke 155) wird natiirlich gerade, wie wir dies in § 28 bei 
Berechnung der Scbwerpunktscoordinaten thaten, der feste 
Korper meist als ein continuirlich mit Masse ¥on constanter 
oder veranderlicher Dichte erfuUtes Volumen oder als eine 



') Wicd. Beibl. T, 571, 1833; 8, 2 
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mit Masse continuirlich bedeckte Flache oder Linie zu be- 
trachteii sein. Es werden also die Summenzeiehen mit 
Integralzeichen zu vertauschen und fiir m zu setzen sein 
Qdo, (pdf resp. ads, wobei die Buchstaben dieselbe Be- 
deutung wie in den Formeln 6T), 68) und 69) haben, 

§ 60. Krafte auf die lager. 

Wir woUen nun sogleich einige Anwendungeii der Satze 
Tiber die Tragheitsmomente machen. 

Die durch die Formeln 146) bestimmten Grrossen A^, 
B(, <?(, E^, Fi sind die Summen der Componenten bezuglich 
der Coordinatenaxen und die Momente bezilglich der y- und 
«-Axe Ton donjenigen Kraften, welche bei einem nar um eine 
feste Axe drehbaren Korper letztere auf ihre Lager ausiibt. 
Diese Formeio zeigen zunachst den selbetverstandlichen Satz, 
dasB diese, wenn der Korper ruht, gleich denen der ausseren 
Krafte sind, welcbe auf den Korper wirken, Wenn sich aber 
der Korper drebt, wirken auf die Lager aasser den von 
aussen auf den Korper wirkenden Kraften nocb andere Krafte, 
welche durch die negativ genommenen Glieder der rechten 
Seiten der filnf ersten der Gleichungen 146) gegeben sind. 

Wir woUen nur noch den speciellen Fall discutiren, dass 
daas keine ausaeren Krafte auf den Korper wirken, also 
A^=B^= G^= D^= E^= F^= Q ist. Dann dreht er sich 
gleichformig; es iet also auch dajdt = und man erhalt 

Sind £, tj, J die Coordinaten des Schwerpuoktes des Korpers 
und ist Jf dessen Gesammtmasse, so ist B^^co^Mtj, C^=(o^M^. 
Dies sind also die Componenten der Centrifugalkraft, welche 
die ganze Masse des Korpers hatte, wenn sie sich, stets im 
Schwerpunkte des Korpers coneentrirt, mitdrehen wilrde. 
Diese Centrifugalkraft tibertragt sich daher durch die Axe auf 
die Lager. Ausserdem wirken aber noch die Drehmomente 
JBj und J^j auf die die Lager tragende Vorrichtung. Man 
sieht leicht, dass es die Momente der CentrifugalkrEfte der 
einzelnen Massentheilchen des Korpers bezUglich der y- und 
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3>Axe sind. Durch diese Krafte und Momente, welche ilire 
Eiclitung fortwahrend aadem, wird die Vomchtung, welche 
die Axe tragt, bin- und hergeschiittelt, wahrend der Korper 
gleichmassig rotirt, was man als das Schlagen der Axe be- 
zeichnet. WUrde die Axenicht durch die Lager fixirt, sowtirde 
sie sofort aus ihrerLageweicben. Wenn^ dieLange derAse, 
also die Entfernung der beiden Lager ist, so wirkt auf das der 
positiven Abscissenaxe zugekebrte Lager in der j/-EJchtung 
die Kraft y B^ + -J, in der «>-Ricbtung die Kraft l-C,-^, 
auf das andere Lager aber sind die entsprecbenden Kraft- 
componenten -x- B, — -j'- ttnd -^ C; -1 — j- ; denn diese Krafte 
geben die Componentensummen B^, C^ und die Momente E^ 
und Fj. 

Nur wenn die Ausdriicke 156) yerscbwinden, wirkt bei 
Abwesenheit 'anaaecer Krafte in Folge der Rotation auf 
keines der Lager eine Kraft, so dass die Axe nicht schlagt 
und anch dann in unveranderfcer Lage fortfahrt, die Rotation s- 
axe dea KSrpers zu sein, wenn die Lager binweggenommen 
wiirden. Die Axe heisst dann eine freie Drebungsaxe. B^ 
und C, verschwinden, wenn die Axe durch den Schwerpunkt 
gebt. Es muss aber aaeh nocb ^( und ^„ also'^mxy und 
"^■mxz verschwinden, d. h. die Axe rouas eine zum Schwer- 
punkte gehBrige Hauptti^gheitaaxe sein. Dann ist sie freie 



Die Formehi 146) zeigen, dass dann anch, wenn a 
Krafte auf den Korper wirken, die Oomponentensummen be- 
zugljch der Coordinatenaxen und die Momente bezilglich der 
y- nnd K;-Axe fiir die auf die Lager wirkenden Krafte und fiir 
die aueseren auf den Kfirper wirkenden Krafte gleicb eind, 
so dass vermSge der Eotation, mag diese gleichformig oder 
beschleunigt sein, keine neuea Krafte auf die Lager hinzu- 
treten, 

% 61. Baa ILeversionspendel. 

Sei die Lange I und die Schwingungsdauer t einea ein- 
fachen Pendels genau bekannt; dann lasst sich daraae die 
uberaus wichtige und scbwer direct bestimmbare Grosse g 
der Beachlennignng der Schwere mittelst der Formel 
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157, r.,^'{ 

berecbnen, Leiiler liisst sicb ein einfaches Pendel niir sehr 
unexact herstellen, Eiii nusammengesetztes Pendel (phjsisches) 
l^Bst sich zwarohneSchwierigkeitlierBtellenjalleiiiinittelatder 
zur Beatimmung seiner Schwiiigiingadauer dienenden Pormel 
kann die Beschleunigung der Scbwere niir dann berechnet 
werden, weon das TragbeitsmomeDt, der Sehwerpunkt etc. 
bekannt sind, die wieder nicbt leicbt mit der geniigenden 
Genauigkeit berecbnet werden konnen. Es iat dabec will- 
komnien, dass man, indem man eio zusammengesetztes Pendel 
um zwei paraJlele Axen scbwingen laast, leicbt die Lange 
des einfachen Pendels bestimmen kann, welches genau die- 
selbe Scbwingiingadauer wie das zusammengesetzte Pendel 
hatte. Aus dieser Lange kann dann, wenn aucb noch die 
Schwingungsdauer genaa gemessen ist, die Bescbleunigung 
der Scbwere bestimmt werden. 

Behufs Ableitung der hierzu erforderlicben Satze denken 
wir una einen beliebigen festen Korper von der Masse M, 
der bezUglich irgend einer durcb seinen Schwerpnnkt gehen- 
den Axe das Tragbeitsmoment h hat. 

sei der Tragheitsradius beziiglich dieser Axe. Wir zieben 
eine zu dieser Axe Parallele durch den Korper, welche die 
Entfemung ct vom Scbwerpunkte hat, stellen diesen so, dass 
beide Axen horizontal liegen und lassen ihn unter dem Ein- 
fluase der Schwere allein um die letztere Axe schwingen. 
Sein Tragheitsmoment bezngHch der letzteren Axe iat 

daher seine Scbwingiingsdauer 

Dieselbe ist also fiir alle parallelen, in gleicher Distanz YOm 
Schwerpnnkt befindlichen Axen gleich. 

Betracbten wir in diesem Ausdmcke nur a als variabel, 
so wird er ein Minimum % ^tX\g fiir o- = A baben. Die 
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Schwingungsdauer ist also sehr gross, wenu sich die Axe 
in sehr grosser Entfemung vom Schwerpunkte befindet. Sie 
wird kleiner, bis die Eutfernung dor Drehimgsaxe vom 
Schwerpunkte gleioh dem Tragbeitsradius ist, welcher der 
parallelen, durch dea Schwerpunkt gehenden Axe entspricbt. 
Etiekt die Axe noch iiaher an den Schwerpunkt, so waol^t 
die Schwingungsdauer wieder und wird abermals unendlich, 
wenn die Axe dem Schwerpunkte unendlich nabe kommt. 
Wir fragen nun, wie gross c gew^blt ■warden muss, damit 
die Schwingungsdauer gleich der eines einfacben Pendels 
von gegebener Lange I ist. Ist I kleiner als 2 X, so ist 
ofienhar die Schwingungsdauer des einfacben Pendels kleiner 
als die kleinste Schmngungsdauer des zusammengesetzten, 
die Aufgabe daber nicht losbar. Ist 1 = 21, so tritt die 
Gleicbbeit der Schwingungsdauer gerade fiir die kleinste 
Sebwingnngsdauer des zusammengesetaten Pendels, also fiir 
(T = A ein. Ist endlicb ? > 2 i, so muss es iramer zwei 
Wertbe von u geben, u-^ und u^, ftir welche die Schwiugungs- 
dauem gleich werden. In der That Hefert die Gleichsetzung 
der beiden Scbwingangsdanem also der beiden Ausdrilcke 
157) und 158) die quadratisehe Gleicbung a^—la + i.^—0, 
welcbe in dieaem Falle stets zwei verschiedene Wurzeln hat. 
Aus den bekannten Eigenschaften der Wurzeln einer Gleicbung 
folgt, dass die Summe a^ + o-^ der beiden Diatanzen der Axe 
vom Schwerpunkte, fur welche die Scbwingungsdauer der des 
einfacben Pendels gleich ist, gleicb der Lange I dieses ein- 
facben Pendels ist. Der Tragheitsradius X, welcber der 
parallelen, durch den Schwerpunkt gehenden Axe entspricht, 
ist aber das geometriscbe Mittel der beiden Werthe des ff. 
Das experimentelle Verfabren kann nan folgendermaassen 
skizzirt werden, Man verfertigt ein beailglich einer Ehene 
moglicbst sjmmetrisches Pendel und bringt daran za ent- 
gegengesetzten Seiten des Schwerpunktes zwei Schneiden so 
an, dass heide ihre scharfe Kante dem Schwerpunkte zu- 
kebren und sich so verschieben laasen, dass ihre scbarfen 
Kanten dabei immer moghchst parallel und in der Sym- 
metrieebene bleiben, Man steUt sie dann durch Kunst- 
griffe, deren Beschreihung nicht bierber gehort, so ein, dasa 
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das Pendel auf jede der beiden Kanten dieser Sckneideii 
aufgelegt genau dieselbe Schwingungsdauer hat, ohne dass 
jedoch beide dieselbe Entfernmig vom Bdiwerpunkte haben. 
Dann ist die Summe der Entfernungen der beiden Kamten 
Yom Scbwerptmkte, also, da dieser in ihrer Ebeiie liegt, die 
Entfermmg der beiden Kanten gleich derLange des einfa^beii 
Pendels, welches dieselbe Schwingungsdauer hatte. Die Ent^ 
fernung der beiden Kanten und die Schwingungsdauer des auf 
der einen oder anderen Kaute ruhenden zusammengesetzten 
(physischen) Pendela kann aber sehr genau gomesaen und 
so indirect die Lange I eines einfachen Pendela Yon gleioher 
Schwingnngsdauer r und diese Schwingungsdauer selbst be- 
stimmt werden, woraus dann j mittelat der Formel 157} folgt. 
Die Correction en, welche manwegendesLuftwideratandes, der 
mangelnden unendHchen Kleinheit der Amplituden, der un- 
Yollstandigen Realisirung dieser oder jener Bedingung anzu- 
bringen hat, waren nicht allzu schwer ableitbar, aber viel 
zu weitllufig, um bier erwahnt werden zu konnen, 

§ 62. Der Schwingangsmittelpunkt. 
Wir wollen hieran noch einige Bemerkungen Itntipfen, 
welche Maxwell in seiner Me chanik bringt. Wenu ein um 
eine Axe drehbarer Korper nicht aufhort starr zu sein und 
dieselben Krafte auf ihn wirken, so wurde er sich, wie wir 
aahen, unter denselben Anfangsbedingungen in derselben 
Weise bewegen, wenn die Masse aller iibrigen MasaentheQchen 
desselben gleich Null gemacht und nur die eines einzigen 
MaasentheilchenB gleich der geaammten Masse M des Korpers 
gemacht wiirde, welches sich in einer Entfemung Yon der 
Axe befindet, die gleich dem Tragheitsradius X ist. Man kann 
eagen, dass sich daa Tr'agheitsmoment des Kiirpera bezttg- 
hch jener Axe durch daa dieser einzigen Maase ersetzen 
laast. Wir konnen dieselbe auch durch zwei Massen ji^ 
und |[ij ersetzen, von denen die eine in der Axe, die andere 
in einera zu suchenden Abstande daYOn sich befindet und 
welche zusammen gleich der G-esammtmaaae des Korpers sind. 
Da wir nun eine Yerfiigbare GrSsse mehr haben, so konnen 
wir diese beiden Massentheilchen so wahlen, dass auch ihr 
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gemeinsamer Schwerpunkt mit dem des Korpers zusarameii- 
fallt Wir erreichen dadarch eineu zweifachen Vortheil. 

Erstens ist aucli die Eesultirende der Schwerkr§,fte, 
■welche auf diese beiden Massentheilchen wirken, identisch 
wie fur die Schwerkrafte, welclie auf den ursprungHcli ge- 
gebenen Korper wirken. 

Zweitens ist nach dem in § 57 entwickelteu Satze liber 
das Tragheitsnaoraent bezuglich parfuileler Axen aucb das 
Tragheitsmoment der beiden Massen gleicli dem des Korpera 
bezilglich jeder der -arsprungUch gegebeuen parallelen Axe, 
Um Grosse und Lage dieser beiden Massen zu fioden, 
fallen wir vom Schwerpunkte S des KQrpers auf die ur- 
spriinglicb gegebene Drebungsaxe eine Senkrechte S 0, deren 
Lange wir wieder mit a bezeiclmen. In O denken wir uns 
eine Maase /tj, auf der von nach S gezogenen Geraden 
iin Punkte P jenseits S eine zweite Masse n-^ in der Ent- 
femung x von S; wir erhalten 

^j + /ig = M, 
weil die Gesammtmaase, 

lij cf^ -i- H^x^ = L = k^M, 
weil das Tragheitsmoment beziiglicb der duroh den Schwer- 
puakt gehenden Axe und 

ix^a = it^ X, 
weil der Schwerpunkt iur den Korper und filr das aus beiden 
Massen gebildete System gleich sein sol!, 

Substituirt man den ays der ersten Gleichung folgenden 
Werth TOO jW^ in die zweite und dritte und dann den aus 
der dritten folgenden Werth von ,Uj in die zweite, so folgt 

X = X^jo, 
daher 

■Mq' 
i= + o' ■ 

Da nun das System der beiden starr verbunden ge- 
dachten Massen /ij und ji^ dasselbe Tragheitsmoment beziig- 
lich der nrspriinglicb gegebeuen Axe bat, wie der gegebene 
Korper uud auch die Scbwere dieselbe Wirkaug darauf aus- 
iibt, so muss es als zusammengesetztes Pendel unter dem 
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Ejinflusse der Schwere um diese Axe, welche wir uqs horizontal 
dehken, schwingend auch dieselbe Schmngungsdauer haben. 
Da ferner ^ in der A.xe selbst liegt, so ist dies die Schwingungs- 
dauer eines einfacheii Pendels, dessen Masse sichinPbefindet, 
Der KSrper scbwiogt also lun die betreffende Axe genau so 
wie ein einfaches Pendel, dessen Masse sich in P befindet, 
weshalb P der Schwingnngsmittelpunkt des zusammengesetzten 
Pendels heisst. Da dieses einfache Pendel die Lange 

hat, so ist dies die fruher mit I bezeichnete Lange des- 
jenigen einfachen Pendels, das dieselbe Schwingungsdaner 
hat. Nun bat aber das starr verbundene System der beiden 
Massen fi^ und ft^ auch bezilglich jeder parallelen Axe daa- 
selbe Tragheitsmoment wie der Korper. Wenn wir daher 
jetzt beide Systeme um eine parallele durch den Punkt P, 
der friiher Schwiugungsmittelpunkt war, also dureh die 
Masse jt^ gehende Axe unter dem Einflusse der Schwere 
schwingen lassen, so hahen beide unter einander wieder die- 
selbe Scbwingungadauer, Das System der beiden Massen 
jii^ and /tg ist aber dann wieder ein einfaches Pendel von 
der Lange I = a + J-^/ff. Daher ist jetzt O der Scbwingungs- 
mittelpnnkt des KSrpers, welcher wieder dieselbe Schwingungs- 
dauer hat wie frliher, wo der Drehungspunkt und P der 
Schwingungsmittelpunkt war und man sieht ohne Rechnung, 
dass der KSrper um beide Axen dieselbe Schwingungsdaner 
hat, sowie auch ein einfaches Pendel, dessen Lange der Ab- 
stand der Axen ist. 

Wir wollen durch ein ebenes Bret eine Stricknadel 
senkrecht anf dessen Ebene stecken, I sei die Entfernnng 
des Schwingungsmittelpunktes von der Stricknadel, wenn 
diese horizontal liegt und dae Bret als Pendel um sie als 
Axe schwingt. An die Stricknadel befestigen wir einen 
Faden von der Lange I, dessen Ende eine kleine Kugel 
tragt, welche das Bret gerade beriihren soil "Wir fassen 
die beiden Enden der Stricknadel mit den Fingern und 
bewegen sie beliebig anf und ab und hin und her, jedoch 
90, dass sie immer horizontal und das Bret immer in der- 
selben Ebene bleibt. Nun ist die Bewegung der Kugel vom 
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Absolutwerth ihrer Masse unabhaagig; bei passender Wahl 
deeselbeu aber sowohl das Tragheitsmoment, als auch die 
Wirkimg der Schwere fiir das Bret und die kleine Kugel 
gleich; daher bewegen sie sich genaa in derselben Weise. 
Die Kugel beriihrt also das Bret immer in demselben Punkte. 
Die durch ihreii Mittelpunbt gezogene horizontale G-erade gelit 
fortwalirend durch den Scbwingungsinittelpunkt des Brettes. 

§ 63. Der ISittelpiinkt des Stosses. 
Wir woUen wieder zu dem ursprunglich gegebenen 
Korper und den beiden starr verbundenen Massen /i^ nnd n^ 
zuriickkebren, Der KSrper und die beiden Massen aollen 
rait gleicher Winkelgeschwindigkeit um die urspriinglicbe Axe 
rotiren. Die "Wirkung der Schwere kSnnen wir una dabei, 
wenn wir wollen, hinwegdenken. Durch die Masse ji^ eei 
eine zweite, der ereten Axe parallele, maaaenlose Axe ge- 
legt und mit beiden Massen starr verbunden. Wir denken 
uns diese zweite Axe plfttzlich festgehalten und gleichzeitig 
die Lager der urspriinglicben Axe entfemt. Dadurch wird 
die Masse /ig in ihrer Bewegung plfitzUch aufgehalten und 
da fij ohnedies ruhte, kommt das System beider Massen 
zur Kuhe, ohne dass auf die erste Masee irgend ein Stoss 
auageilbt wird. Wiirden wir dagegen irgend eine andere, 
mit beiden Massen feat verbundeno^Axe, welche nicht durch 
die augenblicldiche Bewegungsriehtung der Masse fi^ hin- 
darchgeht, plotzlich festhalten, so wiirde das System nur 
zur Euhe kommen, wenn wir gleichzeitig die urspriinghche 
Axe festhaJten wiirden, welche also einen Stoss erfiihre. Das 
Gleiche gilt natilrlich auch Ton dem KiSrper, da dessen 
Tragheitsraoment beziiglieh aller dieser Axen dasselbe ist. 
Wenn wir ihn durch irgend eine Kraft plotzlich aufhalten, 

deren Richtung durch eine durch den Schwingungsmittel- 
punkt parallel der Drehungsaxe gezogene G-erade geht und 

senkrecht auf der durch diesen und die Drehungsaxe ge- 

legten Ebene steht, so erMirt die urspriinglicbe Drehungsaxe 

dabei keinen Stoss. 

Wenn die Drehungsaxe ausserdem noch Haupttragheits- 

axe beziiglieh ihres Durchschnittspunktes mit der zu ibr 
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aenkrechten, die Eichtung der Kraft entlialtenden Ebene ist, 
BO erft,hrt sie auch kein Drehmoment, ea erfahrt alao dann 
jedes der Lager keinen Stoss. Der Fusspunkt der in diesem 
Falle von der Axo auf die Eichtimg der Kraft gefallten 
Senkrecliten heisst der Mittelpunkt des Stosses. Nicht nur 
wenji die durch Urn der ursprfingliclien Drehaxe parallel 
gezogene Axe, aondem auch wenn dieser eine Punkt wahrend 
der Drehang plfitzlicli festgehalten wird, erfahrt keines der 
Lager der uraprilnglichen Drehaxe eincn Stoss. 

§ 64. Seduction der allgemeinen Sewegung eines festen 
Korpers auf die, wo ein Punkt festgehalten ist. Lebendige 
Kraft der Bewegung relativ gegen den Sehwerpunkt. 
Wenn in einem festen Korper ein einziger Punkt fest- 
gehalten wird, so kann er sich noch beliehig nach alien 
Eiehtungen um denaelben drehen, Um die Gesetze dieser 
Drehung zu finden, miissen wir una zu den Kraften, welche 
aonst auf den festen Korper wirken, noch eine in diesem 
Punkte angreifende Kraft hinzugefiigt denken, deren GrOsse 
und Eichtung aus den drei Gleichungen 134) stets so zu 
hestimmen ist, dass dieser Punkt in Euhe bleibt. Diese 
Kraft ist ebea diejenige, welche die den Punkt festhaltende 
Vorrichtung auf den Kbrper ausubt. Wir wollen den festen 
Punkt als CoordinatenanfangBpunkt eines im Eaume fixen 
wahlen, dann sind also die Momente dieser Kraft beziiglich 
der Coordinatenaxen Null. Dieselbe geht also in die drei 
Gleichungen 136) nicht ein, welche somit die Bewegung des 
Korpers hestimmen. Bezeichnen wir mit a;', ^', ^ die Coordi- 
naten irgend eines Punktes des Korpers beziiglich dieses 
Coor din atenay stems und mit X, Y, Z die Componenten der 
darauf wirkenden gesammten auaseren Kraft in den Coordi- 
natenrichtnngen, so erhalten wir, wenn wir immer bios die 
auf eine der Coordinatenrichtungen bezughabende Gleichung 
hinschreiben, analog mit Gleichung 136) folgende Gleichung 

169) 2'»(9S^--'|f)-2fe-«-<='y) 

als Beprasentanten der drei Bewegung agleichungen des 
KBrpers bei der Drehung um einen festen Punkt. 
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Wir aahen, daas bei einem beliebigen Systeme die Be- 
"wegung des Schwerpuiiktes durch die Gleichungen 66) be- 
stimmt ist, also immer so geschieht, als ob daselbst die 
gauze Masse des Korpers yereint w^re und alle auf den 
Korper wirkeiiden Krafte auf sie wirkten. Die Eewegung 
des Scbwerpunktes ist biermit auf das eiufachere, scbon be- 
handelte Problem der Bewegung einea einzigen materiellen 
Punktes unter dem Einflusse gewisser Krafte zurilckgefilhrt. 
Dies gilt also anch fur einen beliebigen festen KSrper. Da 
wir jetzt die ausseren Krafte nicbt mit den deutsclien, son- 
deru den lateiniachen Buchstaben bezeicbnen, so Yerwandeln 
sich die Gleichungen 66) fur einen eolchen in 

160) M^J-.^X, M^~^J, M^^,-^Z, 

wenn wie in den Formebi 66) M die Gesammtmasae des 
Korpers ist. 

Wir woUen nun femer beweisen, dass die Dreliung eines 
voDkommen freien festen Korpers am den Schwerpunkt immer 
genau so geschieht, als ob der Schwerpunkt festgehalten ware 
und im Uebrigen dieselben Krafte auf den festen K5rper 
wirkten, was wir den Satz ttber die Eeduction der freien 
Drehung eines festen Korpers auf die um einen festen Paukt 
nenneu wollen. Wir konnen daher das Problem der Bewegung 
eines vollkommen freien festen Korpers unter dem Einflusse 
beliebiger Krafte als gelost betrachten, wenn wir das der 
Drehung desselben um einen festen Punkt unter dem Einflusse 
beliebiger Krafte gelost haben. Wir werden das letztere Pro- 
blem im zweiten Theile ausftthrhch behandein, wollen aber 
jetzt schon denBeweis des Theorems der Reduction der freien 
Drehung eines festen Korpers auf die um einen festen Punkt 
liefem. Die Momentengleichung 70) lautet in unserer jetzigen 
Bezeichniing fttr den vollkommen freien Korper: 

161) 2'»(»||--«'||-) = 2fez-»^n 

welche wir wieder auch als E,eprasentanten der beiden ana- 
logen, filr die beiden anderen Coordinatenaxen betrachten. 
Seien wieder |, r}, J die Coordinaten des Scbwerpunktes S 
des KSrpers. Wir benutzen nun ein zweitea bewegUches 
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Coo rdinatenay stem, dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt S 
des Korpers sei und dessen Asen denen des ersten Coordi- 
uatensystems etete parallel seien. x, y', «! aeien die Coordi- 
uaten desjenigen Punktes dea Korpers bezuglich des zweiten 
Coordinatensjstems , der beziiglicli des ersten Coordinaten- 
systems die Coordinaten x, y, z hat. Danii ist 

162) x = x' + h y-y' + n, % = % + 'C- 

Femer ist, da der Schwerpunkt zu jeder Zeit der Coordi- 
natenursprung des neueii Coordinateusystems ist, zu jeder Zeit 

163) -2mx=^my'=^mx = i), 
woraus durch Differentiation nach der Zeit folgt 

164) 2"^^ = 0- S"^^-*^. etc. 
Mit Biicksicht auf die Werthe 162) folgt 

Das zweite und dritte Glied der letzten Zeile verschwindet 
mit Ettcksicht auf 163) und 164), das letate ist mit Eiick- 
sicht auf 160) gleich n^Z. Daher folgt 





2^ 


»!/T,l=2»/ 


if + '22 


und 


ebenso 








2' 




^ + f2^. 


Da femer 








2(?/Z-^5') = 2(?/'2-^ 


'r) + 52^-£2^ 


ist, 


so folgt endlich aua 161) 






S-f: 




l = 2(!/2-»'y)- 



Gleichung ist identisch mit der Gleichung 159). 
wiirde die Bewegung desselben Korpers relativ 
gegen drei stete durch den Schwerpunkt gehende, nicht 
rotirende Coordinatenaxen hestimmen, wenn nebst den 
iibrigeii unverandert auf den Korper wirkenden Kraften auf 
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dessen Schwerpunkt noch atets eine Kraft wirken wiirde, 
die jhn fortwahrend in Ruhe erhalt. Es geschieht also in 
der That die Drehung lun den ScSiwerpunkt genau so, als 
ob derselbe ohne eiae andere Verandemng der auf den 
Korper wirkenden Krafte fortwahrend festgehalten wiirde. 
BeTor wir jedoch zur Drehimg eines festen Korpers urn 
einen festen Punkt ilbergeben, woUen wir noch eine Eeihc 
wichtiger allgemeiner Principe kennen lemen. 

Wir wollen vorher noch kurz ein allgemeines Theorem, 
dass aicb nicht bios auf feate Korper bezieht, beweisen. 
Seien n ganz heliebige materielle Punkte gegeben, die starr 
verbunden sein kiinnen oder nicht. |, ij, ^ seien die Coordi- 
naten des Schwerpunktes des von diesen Punkten gehildeten 
Systema zur Zeit I bezuglich eines beliebigen flxen Coordi- 
natensyatems. x, y, z die Coordinaten eines beliebigen der 
materiellen Punlcte zur selhen Zeit bezuglich desselben Coordi- 
natensystems, 3f, y , ^ die Coordinaten desselben materiellen 
Punktes beziighch eines Coordinatensystems, dessen Axen 
immer denen des urapriinglichen parallel sind, aber sich so 
parallel zu sich selbst im Raurae bewegen, dass sie immer 
durch den Schwerpunkt gehen. Es ist dann: 

die gesammte lebendige Kraft des Systems. Den Ausdruck 



r-^\ 



+ 



Kit] J 

konnen wir als die lebendige Kraft der relativen Eewegung 
der materiellen Punkte gegen den Schwerpunkt bezeichnen. 
Subatituiren wir im Ausdrucke fur T die Wertlie 162) 
und bedenken, daas 

jZj'*^ di dt ~ dt jZi'^ At 
iat, also nach 164} verscbwindet, ao folgt 

---|-[(t)%(.ii)V (!)■]. 

Hier ist das letzte Glied die lebendige Kraft, welcho 
der gesammten Masae aller Punkte zuldtme, wenn dieselbe 
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fortwahrend im Schwerpunkte vereint ware und die Be- 
wegimg desselben Mtte. Man nennt diese letztere lebendige 
Kraft die lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung des 
Schwerpunktes. Es ist also die gesamrate lebendige Kraft 
aller Punkte dea Systems immer gleicb der Summe der 
lebendigen Kraft ibrer Bewegung relativ gegea den Schwer- 
punkt und der lebendigen Kraft der fortschreitenden Be- 
wegung des Schwerpunktes. 



yi. Vergleicli der Principe, die durch Variation 

des ZHstandes zn einer bestimmten Zeit gewonnen 

werden. 

§ 65, Analytischer Beweia eines speciellen Falles des 
Qauss'schen Principe s, 

Wir woUen nun zur Ableitung eines neuen mecha- 
nischen Principes iibergehen. Es sei zunacbst ein beliebiges 
holonomes System gegeben, dessen Bedingungen ausscbliesa- 
lieh dnrch Gleicbungen detinirt seien, die wir also in der Form 
165) (p^{i,x^,y^...%^) = (i 

schreiben konnen, welche gleiohlautend mit 127) ist. Aucli 
in allem Uebrigen woUen wir die in § 34 gebrauchten Be- 
zeichnungen Yerwenden. Wir bezeicbnen wieder die Be- 
wegung, welche das System bei einem beatimmten Anfangs- 
zustande unter dem Einfiusse der darauf wirkenden Krafte 
und unter den herrschenden Bedingungen roacht, a)s die 
■wirkliche Bewegung desselben. Dabei sind die Coordinaten 
x^, y^, »^ des feten materiellen Punktes gewisse Functioneu 
X{(), V(Ot <*>(') '^^^ "^^^^ ^^^ fanden scbon in § 43, dass 
die wii'kliche Bewegung durch die Grleichungen 129) be- 
stimmt ist. 

Wir wollen nun die Coordinaten a^, y^, x^ jedes mate- 
riellen Punktes gleich etwas anderen Functionen Xi 0? Vi 0' 
(u, {i) der Zeit setzen. Die dadurcb bestimmte F 
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Systems nennen wir die nacb Gauss' Maaier Tariirte Be- 
wegung. Diese anderen Functionen der Zeit sollen so gewahlt 
■werden, dass zu einer beatimmten Zeit, die librigens beliebig 
gewahlt ■werden kann, weder die Werthe der Coordinaten, 
noch deren erste Differentiatquotienten nach der Zeit, die wir 
durch einen aiigehangten Strioh markiren, eine Verandernng 
erfahren, Wohl aber sollen die zu dieser Zeit geltenden 
Werthe der Bescbleuniguiigen a^t, y'i, x^ fiir jeden mate- 
riellen Punkt unendhch kleine Zuwachse Sxh, Sy'h, Sz'ii er- 
fahren, welcbe sonst beliebig sind; sie sollen nor der Be- 
schrankang unterworfen sein, dasa die variirte Bewegung 
ebenfalls den Bedingungen des Systems gentlgen soil, d. h. die 
Substitution von pfjO, "V^i (')> <"!(') ^^''^ ^s' Vki H ^'^^ eben- 
falls die Bedingnngen des Systems, welche die Form 165) 
haben, befriedigen. Die Znwaohse, welche die der Zeit t 
entsprechenden Werthe der verschiedenen Groaaen beim 
Uebergang von der wirklichen za der nach Gauss' Manier 
variirten Bewegung erfahren, bezeichnen wir wieder durch 
ein vorgesetztes S. Wir woUen nun beweisen, dass fUr den 
Uebergang von der wirklichen Bewegung zu der nach 
Gauss' Metbode variirten steta 

+ (m^ Zh — Zft) 5 xi'] = ist. 
Naturlich gilt dies nut geradc fur den fraglichen Zeit- 
moment, flir welchen die Coordinaten und Geschwindigkeits- 
componenten keine Aenderungen erfahren, also: 

'"' 1 *=1,2...» 

ist. Die Functionen j^ {t), ip^ {{), m^ (i) konnen immer ao ge- 
wahlt werden, dass diese Gleichung fiir einen bestimmten, 
beliebig gewahlten Zeitmoment, nicht aber so, dasa sie fiir 
eine endliche Zeitdaaer erfiillt sind. In letzterem Falle 
mussten auch §x^, §yZ, Sz'^ wairend der ganzen Zeit ver- 
schwinden. Wir beweisen die Gleichung 166) in folgender 
Weise; aus den Gleichungen 165) folgt fiir die wirkliche 
; wahrend der Zeit dt 



S' 
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Daraus folgt durch nochmalige Differentiation nacli t 

wobei (Z> bios die Zeit (, die Coordinaten und deren erste 
AbleituQgen nach der Zeit enthalt. Da nun aber weder die 
Coordinaten, noch deren erste Ableitungen nacb der Zeit 
beim Uebergange von der wirklichen zn der nach Gauss' 
Manier variirten Bewegung eine Veranderung erfahren, so 
erfihrt weder nocb d(pJ6x,^, d^Jdy^, B^Jdz,^ bei 
diesem Uebergange eine Veranderung. Es folgt also aus 
Gleicimag 168) 






Die wirkliche Bewegung erfolgt nun den Gleichangen 129) 
Multiplicirt man die Gleichung 129) niit Sx,^, die 
beiden analogen flir die y- und ^Axe geltenden aber mit 
Sy'^ und Sx'k und addirt alle so fiir alle Werthe des k ge- 
bildeten Gleichungen, so folgt mit Kucbsicht auf 169) sofort 
die Gleiclmng 166). Bilden wir nun den Ausdrack 

so erfahren in diesem Ansdnicke beim Uebergange Ton der 
■wirklichen zu der nach Gauss' Manier variirten Bewegung 
nur die Grossen x'^, y'^ und x^ VerSjiderungen. Die erate 
Variation des Ausdmckes 170) ist also durch die linke Seite 
der Gleichung 166) gegeben. Diese Gleichung driickt also 
aus, dass die erste Variation des Ausdruckes ITO) beim 
Uebergange von der wirklichen zu der nach Gauss' Manier 
variirten Bewegung fiir die Zeit ( verschwindet und da, wie 
man sofort sieht, die zweite Variation dieses Auedrackes 
jedenfalls positiv ist, so ist dieser Ausdruck ein Minimum. 
Er nimmt flir jede Zeit ( zu, wenn man fllr diese Zeit von 
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der wirklichen Bewegung zu einer beliebigen naeh Gauss' 
Manier variirten iibergeht. 

Eefinden aich unter den Bedingungen nicht holonome 
G-leichungen yod der Form 78), so muss fur jede Bedingung 
YOn dieser Form beim XTebergange Yon der wirklichen zur 
variirten Bewegung, damit der Ausdruck 170) ein Minimum 
seij wiederimi aucb die variirte Bewegung in ihrem zeit- 
licben Verlaufe jener Bedingung entsprecben. Es muas also 
auch fur die Yariirfce Bewegung 

sein. Hieraus folgt durch Differentiation nacb der Zeit 

2 (Ift < + % y'f' + Cj. 4') = <f . 

wobei wie in 168) eine Function der GrSsseu ist, deren 
Variation nacb 167) verscbwindet. Daber folgt aus der 
letzten G-leichung durcb Variation 

171) 2(l^'^^i'+ v>^^yk+ Ck^O = 0. 

Das im gegenwiirtigen Paragraphen Vorgetragene bildet 
im Wesentlicbsten den Inhalt dea Gauas'scben Princips 
des kleinsten Zwanges. Wir wollen es durcli georaetrische 
Oonstractionen noch weiter Yeranacbaulicbea und dabei auch 
den bisber ausgeschlossenen Fall mit einbeziehen, dass ge- 
wisae Bedingungen die Form von Ungleichungen baben, 

§ 66. BegrifE des Zwanges. 

Wir woHen una die Lage der sammtlicben n materiellen 

Funkte zu den Zeiten t, t + dt und t-\-2di Yorzeichnen. Der 

jf^ ^ ht& derselben, dessen Masse jw^ ist, 

soil sich zu diesen Zeiten in den 

Punkten A^, B^ Gj, befinden (Fig. 16). 

8ei femer D^ der Punkt des 

wohin dieser materielle 



Fig. 16. 

Punkt zur Zeit t + 2dt gelangt 
ware, wenn er sicb, wie dies wirklicb der Fall ist, zur Zeit i 
iu A^, zur Zeit t + di ™ -^a befunden batte, wenn aber gar 
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keine Krafte auf ihn gewirkt hatten. E,^ abec sei der Punkt des 
Eaumes, wohin er zur Zeit i + 2di gelangt ware, wenn er 
wieder zur Zeit t in A^^, zur Zeit t + dt in B^ gewesen 
ware und bios die expliciten Krafte auf ihn gewirkt hatten, 
deren Reaultirende in den Coordiuatenriehtungen die Compo- 
nenten X„, Y^, Z^ hat. 

Dana iat B^h^— A^^B^^ und dieae Strecken fallen aueh 
in dieselbe Gerade. i^^-E^ft ist die mit df' multiplicirte Be- 
schleunigung, welche der materielle Punkt durch die expli- 
citen Krafte allein wahrend der Zeit d t erfahren wiirde und 
welche wir in § 34 die explicite Beschleunigung genannt 
haben. Die Projectionen dieeer Strecke U^ i/^ auf die 
Coordinatenaxen sind daher nach 84) 

— X.dt\ -~r,di^ —Z.di\ 

Z>^Cjj dagegen ist die mit di^ naultiplioirte Beschleu- 
nigung, welche er wirklich erfahrt, welche also durch die 
Totalkr^fte, d. h. die expliciten und die Verbiiidungskr§,£te 
zusammen erzeugt wird. 

Bezeichnen wir wie in Gleichung 85) die Componenten 
der resultirenden Verhindungskraft, welche auf den feten 
materieUen Punkt wirkt, in den Coordinatenrichtungen mit 
Jft> %> h' ^^ ^^^^ ^^° naeh 81) und 83) 

'^i'" ~ •"" l^S'^'' + ^"^ ^ ^'''' 

die durch dt^ difidirten Projectionen der Geraden D^ C,^ 
auf die Coordinatenaxen. Verbinden wir die beiden Punkte 
Ef^ und C^ durch die vom ereteren gegen den letzteren Punkt 
hin gezogene Gerade E^ Ci^, so stellt diese Gerade die mit d t^ 
multiplicirte Beschleunigung dar, welche der materielle Punkt 
durch die Verbindungskrafte allein wahrend der Zeit dt 
erhalten hatte. Die durch dfi di^idirten Projectionen von 
E^ C^ auf die Cordinatenaxen sind also 

W^**' ^^J-' InJ'-' 
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Die gleiche, aber entgegengesetzte Gerade C^E^ ist 
durch dt^ dividirt, das, was wir in § 34 die verlorene Be- 
schleunigang des betreffenden Punktes nannten, d. h. die 
Gr5s8e, die man von der Beschleunigung, welche die expli- 
eiten Krafte bei Abweaenheit alier Bedingungen erzeagen 
wilrden, abziehen muss, um die wirkliche Beschleunigung 
zu erhalten. Die durch dt'^ dividirten Projectionen von Cj^-E^ 
auf die Coordinatenaxen sind also nach 85) 



172) \ 






Nach 172) ist der Ausdruck 170), yon dem wir be- 
wiesen haben, dass er fiir die wirkliche Bewegang ein 
Minimum ist, gleieh 

also gleieh der Sumrae der rait der jedesmaligen Masse 
multiplicirten Quadrate der verlorenen Beschleunigungen 
aller materiellen Punkte oder der Summe der durch die 
Masae dividirten Quadrate aller verlorenen Krafte, da fiir 
jeden Punkt die verlorene Kraft gleieh dem Producte seiner 
Masse in seine verlorene Beschleunigung iat. 

Waren keine Verbindungskr^fte vorhanden, so ware der 
materieUe Punkt m^ zur Zeit t + 2di unter dem Einflusse 
der wirkenden expliciten Krafte nach E,, gelangt. In Folge 
der Verbindungskritfte , welche die Bedingungsgleichungen 
herhalten, ist er nicht nach JJ^, sondem nach C^ gelangt, 
er wurde also durch die Verbindungskrafte gezwangen, sich 
nach C^, statt nach E^ za bewegen. Die Strecke E^ C^ ist 
die durch die Verbindungen erzwungene Abweichung von 
der expliciten Bewegung. 

Bekanntlich wird in der Methode der kleinsfcen Quadrate 
das Quadrat der Abweichung des beobachteten vom waliren 
Werthe multiplicirt mit dem sogenannten Gewichte der Be- 
obachtung als ausschlaggebend angesehen. Analog woilen 



y Google 



G!. 174.] VI. §66. Begriff des Zwanges. 215 

wir auch hier das mit der Masse des materieUea Punktes 
multiplieirte Quadrat der Abweichung E^ (\, das wir noch 
mit der als constant zu betrachtenden Grosse dt* diYidiren, 
um Endlichea zu erlialten,^) also die GrSsse 

ais das Maasa der durch die Verbindungen bewirkten 
Stomng der Bewegang bezeichnen, Wir nennen diese 
GroBse auch das Maass des Zwanges, den der betreffende 
Punkt durch die Verbinduugen erlitten hat oder tiirzer 
den Zwang des betreffenden Punktes, Die Summe der so 
flir alle materiellen Punkte des Systems gebildet^n Grossen, 
also der Ausdrack 173) heisst der Zwang des ganzen Systems 
zur betreffenden Zeit. 

Der im vorigen Paragraphen gefundene Sata kann also 
xinter Einiuhrung dieser Ausdrucksweise dahin ausgesprochen 
werden, dasa der Zwang des ganzen Systems fur die wirk- 
liche Bewegung zu jeder Zeit ein Minimum ist, d. h. daas 
er zu jeder Zeit wilchst, wenn man von der wirklicben Be- 
wegung zu einer beliebigen, nach Gauss' Manier variirten 
Bewegung iibergeht. 

Unter dem Zwange des Systems bei der variirteu Be- 
wegung verstehen wir dabei den Ausdruck, den wir aos 173) 
erhalten, wenn wir darin fur C,, den Punkt Fj^ des Eaumes 
setzen, wo sicb der betreffende materielle Punkt bei der 
variirten Bewegang zur Zeit t-\-1dt helindet. Letzterer 
Zwang ist also 

Das Minimum des Ausdruckes 17b) ist also so zu ver- 
stehen; die Lage sammtlicher Punkte zn den ebenfalls ge- 
gebenen Zeiten I und t-\-dt sei unverandert gegeben. Daraus 
kann die Lage berechnet werden, welche sie zur Zeit t-\-2,dt 
hatten, wenn nur die expliciten Krafte, aber keine Bedingungen 

') Gerade der QnolJent ™h.((7fc^)^/d/* ist von der GrSsse des df 
nnabhSngig, da Cn Ei, proportioiial d f ist. 
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vorbanden waren. Der Punkt m^ ware dann zur Zeit t -{-2dt 
in Ei^\ nun werde sammiiicben Punkten zur Zeit t-^2it 
irgend eine andere, aber eine mit den Bedingixngen vertrag- 
licbe Lage gegeben, wobei sicb m^ in F,^ befinde. Von alien 
diesen Lagen wird znr Zeit t -{- 2dt unter dem Tereinten 
Einflusse der expiiciten Krafte und der Bedingungen des 

Systems diejenige wirklicb eintreten, fiir welcbe 2'"h-(^ft-^ft)^ 

ein Minimum ist, da ja di ak gegebene Oonstante zu be- 
tracbten iet 

Wenn keine expliciten Krafte vorhanden sind, ao wtirde 
obne Yerbindungen keiner der Punkte eine Bescbleanigung 
erfahren. Dann fallen die Punkte D^ und S^ zusammen. 
E^ G^ ist identiscb mit der gesammten Beschleunigung und 
der Ausdruck 173) stallt einfach die Summe der mit den 
Massen multiplicirten Quadrate der Beschleunignngen aller 
materieUen Punkte dar. Die Bewegung, fur welche diese 
Summe ein Minimum ist, nennt man in neuer Zeit aucb die 
geradeste, mit den Bedingungen yertragliche Bewegung. Sie 
tritt dem Principe des kleinsten Zwanges gemiiss bei den 
berrschenden Bedingungen immer ein, wenn keine expliciten 
Krafte wirken. 

§ 67. Geometrisclier Seweis des Frlncips dea kleinsten 
Zwanges. 

Wir wollen nun noch diese Satze, fiir welcbe wir bisber 
nur den analytiscben Beweis des § 65 gegeben baben, geo- 
metriscb beweiaen, wobei wir una auch von der beim frOberen 
Beweis e eingefiihrten Beschrankung frei machen werden, 
dass die Bedingungen keine Ungleichungen enthalten. 

Wir fassen da zunachst den Verlauf der wirklicben und 
derjenigen Bewegung unserer materiellen Punkte von der 
Zeit t bis zut Zeit t + 2dt ins Auge, welche wir die nach 
Gauss'scber Manier variirte nannten, jetzt aber kurz die 
variirte nennen wollen. Bei der letzteren sollen sammtliche 
materielle Punkte zur Zeit t dieselbe Lage baben, wie bei 
der wirklicben Bewegung, ebenso zur Zeit t -\- di. Dadurcb 
sind die Bedingungen 167) auagedrlickt, dass weder die 
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Coordinaten, noch deren erste Difi'erentialquotientea nach 
der Zeit eine Aendemng erfahren sollen. 

Zur Zeit t + 2dl aber soil der Ate Punkt bei der wirk- 
licben Bewegung in (7^ sein, bei der -variirten aber irgend 
eine andere Lage Fj^ haben. Alle diese neuen Lagen sollen 
bios aa die Bedingnng gebunden aein, dasa sie mit den zur 
Ze>itt + 2dt herrschenden , durch Grieiehungeu oder Un- 
gleichuiigen auagedruekten Eedingangen des Systema Ter- 
einbar sind. 

Bezeicbnen wir daher mit Sa,^, S\, So,^ die Projectionen 
der Yeracliiebuiig C^ F^ des materiellen Punktes m^ auf die 
CoordJQatenaxen, so muss jeder holonomen Bedingungs- 
gleichung von der Form 165) an Steile der Relation 86) 
die Gleichang oder Ungleicbung 

entapreclien. Jeder nicbt holonomen Bedingungsgleicbung 
oder Ungleicbung von der Form 78) oder 80) aber ent- 
Bpricht, wie wir bei Ableitung der Glleicbung 171) sahea, 
an Steile der Relation 88) die Gleichung oder Ungleicbung 

176) '^^{^J^ + V^^K + CJ 

In diesen beiden Relationen ist fur t eigentlich t+2dt zu 
setzen, wodurch aber die betreffende E-elation nur unend- 
lich wenig abgeandert wird, 

Nach unaeren Feataetzungen iat also die Verschiebung 
des Systems aua der wirklichen Lage, welche ea zur Zeit 
t + 2dl hat, in die rariirte Lage, welche es zur selben Zeit 
hat, jedenfalls eine der Zeit i + 2dl entapreebende Virtuelle. 
Die Eelationen 176) und 176) unterscbeiden sich ja Ton 
86) und 88) nur dadarch, dass Sa,^, Sb^, 5e^ statt Sx^, 
^%i ^*(i steht. Es muaa alao die Relation 92), die ja fiir 
alle Zeiten gilt, erfiillt sein. An Steile der in dieaer Relation 
Torkommenden Grosaen ^x^, St/j^, d'x,j^ sind natiirlich wieder 
die Projectionen ^'a^, Sbj^, Se,^ der gegenwiirtig mit C^Ff^ 
bezeichneten Verschiebung dea materiellen Punktes m,^ auf 
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die Coordinatenrichtungen zu setzen. Diese Relation lautet 
daber: 

— j^, — 5^, ~ i^ Bind aber nach 172) die mit mjdf' 
mnltiplicirten Projectioiien von G^E^ auf die Coordinaten- 
richtungen. Es ist daher 

5j5a^ + 5^56^ + hS%= ~ Gk^k-Gi,F,,. cos &^.m J dt^, 
wo d-j^ der Winkel der gerichteten Geraden 0^ ^ und G^ Fj^ 
ist (Yergl. Fig. 16 S. 212). 

Bildet man diesen Ausdruck fiir alio materiellen Pimkt«, 
BO erhalt man gemass der Relation 177) 

178) 2 ™h -^h^h- ^'h K ■ <^os '^ft/ dt^^O. 

Der Zwang fiir die wirkliche Bewegung wurde durch den 
Ausdruck 173), der fiir die variirte Bewegung durch den 
Ausdruck 174) definirt; nun ist in dem Dreiecke G^E^^F^ 
(Fig. 16) 

F,^ F.^^ = (7j F^ + <7^ F^^ - 2 <7ft E,^ . C,, i^; cos .\ . 
Daher wird: 






Das zweite Glied der rechten Seite ist nothwendig positiv, 
wenn nicht alle C^ J^ = 0, resp. unendlich klein hiSherer 
Ordnung als d fi sind, wenn also nicht sammtliche Beschleu- 
nigungen fiir die variirte Bewegung mit denen flir die wirkliche 
zusammenfallei). Das dritte Glied kann nach 1 78) auch nicht 
negati? sein. Da nun nach 174) die linke Seite den Zwang fiir 
die variirte, das erste Glied der rechten Seite aber nach 173) 
deu Zwang fiir die wirkliche Bewegung darstellt, so iat fiir 
die wirkliche Bewegung der Zwang immer kleiner, als flir 
jede nach der obigen Festaetzung mogliche yariirte. 
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Eraetzen wir, in dem ersten Gliede der rechten Seite 
(C^E^^ durcli die Summe der Quadrate seiner durch 172 
gegebenen Componenten in den CoordioatenriclituiigeB , so 
geht dasselbe wieder Uber in: 



= 2"''\{'^-~i:^^'^(^''' 



-^y^\ 



+ (^^"i^")1' 



was mit 170) iibereinatimmt. Da in diesem Ausdrucke 
X^, Yj, Zj^ als gegeben, die Besclileuiiiguugen aber als 
Tariabel zu betrachten sind, so liefert die Bedingung, dass 
derselbe ein Minimum sein soil, allgemein die Relation 



179) 






Die Bedingung, dass dieLage sS,mmtLicber materieller Punkte 
zn zwei nnendlich nahe liegenden Zeiten (den Zeiten t und 
t -\- di) mit den fiir die wirklicbe Bewegung zu dieaen Zeiten 
geltenden Lagen zusannnenfallen musa, ist der geometriache 
Auadruck der Gleichungen 167). Dieaelbe wird hauiig als 
seJbstyerstandlieh nicht erwSlint, docb ist ea jedenfalls im 
Interesse der Klarbeit, sie ausdriicklich hervorznheben. Die 
Functionen, welche die Coordinaten fur die wirklicbe und 
ftir die variirte Bewegung durch die Zeit auadrucken, dtlrfen 
filr die fragliche Zeit erst in den zweiten Ableitungen und 
da nur so abweichen, dass die zu dieser Zeit geltenden Be- 
dingungen dea Systems erfiiUt bleiben. 

Man siebt iibrigens leicht, dass die JSelation 178) mit 
179) identisch ist. Da C^-F^ eine ganz beliebige, der Zeit 
t •\-2dt entaprecbende virtuelle Verschiebung ist, so waren 
wir berechtigt, ibre Projectionen Sa^, d\, Sc^^ auf die 
Coordinaten axen fiir ti'a:^, Sy^^, Sx,^ in die Eelationen 92) 
zu substituiren. 

Wenn wir aber die wirkliche Bewegung des Systems 
mit der variirten vergleicben, so seben wir, dasa D,|C^(Fig.l6) 
die mit dt^ multiplicirte Beschleunigung des betreffenden 
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materielleii Punktes fur die wirkliche Bewegung, D^^F^ da- 
gegen derselbe Ausdruck fiir die variirte Bewegung iat. 
Daher iat C^.P'j, die mit dl^ multiplicirte Variation, welche 
die Beschleuniguug des betreffenden materiellen Punktes 
beim TJebergange Yon der wirklichen zur variirten Bewegung 
erfahreo liat. Die mit d t^ dividirten Projectionen Sa^, S\, ^c^ 
Ton Cjj-P^ auf die Coordinatenaxen sind also die Zuwacl^e 
S=€i Syt, 8^, welche die Componentea der Beschleunigung 
in den Coordinatenrichtungen beim Uebergaiige von der wirk- 
lichen zur variirten Bewegung erfahren. Substituiren wir 
diese Werthe und fiir die Projectionen von C^i?^ die mit dt^ 
multiplicirten Ansdriicke 112), so folgt: 

- Cftj;,.(7,,je^.cos5-,, = 

= [[3:4- ~X^) .54' + {y'i~ ^^- n) Syl + 

+ (%'— — 2fij Sz'i\ dt*. 

Mit Hiicksicht Herauf geht die Relation 178) sofort in 
179) iiber. di gilt wie immer als gegebene Constante. 

Subatituirt man dieselben Werthe fttr 5(r^, Sb^^, Soj^ in 
in die Eelationen 175) und 176) und dividirt durch di^, so 
gehen dieselben in folgende Eelationen uber; 



180) 



von denen die erste irgend einer holonomen, die zweite 
irgend einer nicbt holonomen Bedingungsgleichung oder Un- 
gleichung entspricht. Diese beiden Reiationen sind also der 
allgemeinate analytische Ausdruck fiir die Bedingungen, 
welche nebst den Gleichungen 1 67) erfullt aein milsaen, 
damit der Ausdruck 170) ein Minimum wird. (Vergl. die 
Gleichungen 169) und 171). 
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§ 68. Vergleich dea Princips des kleinsten Zwanges mit 
dem der virtuellen Verschiehungen. 

WJr babeii das Princip des kleinsten Zwanges aus dem 
der virtuellen Verschiebimgen abgeleitet. So lange dasGleich- 
heitszeiclien gilt, folgt wieder nmgekebrt aus der abgeleiteten 
Gleichung anch die urspriingliche, da wir ja Mebrdeutig- 
keiten auascblossen. Sobald also immer Gleichbeitszeicben 
gelten, ist das Priacip der virtuellen Verscbiebungen mit 
dem des Ideinsten Zwanges gleichbedeatend. 

Wenn aber aus zwei TJngleicbungen eiae dritte folgt, 
so folgt aus der zweiten and dritten im Allgemeinen nicht 
wieder die erste. Es ist also die zweite und dritte nicbt 
mit der ersten und zweiten gleicbbedeutend. Daber sind 
auch die Bedingungen 180} nicht mit 86) und 88) identiseb, 
und das Princip des kleinsten Zwanges ist, wenn Relationen 
mit TJngleicbheitszeiclien vorbanden sind, im Allgemeinen 
nicht mit dem der -virtuelleij Verscbiebungen gleichbedeutend. 
Fiir dauemde Eube aammtlicber materieller Punkte sind 
jedocb beide Principe auch in letzteremFalle gleichbedeutend, 
so dasa auch aus dem Principe der yirtuellen Verscbiebungen 
die Bedingungen des Gleicbgewichtes im Huhezustande immer 
eindeutig folgen, wie man folgendermaassen sieht. Im Falle 
des Gleichgewicbtes im Euhezustande coincidiren die Tier 
Punkte A^, B,^, C^, D^ {§ 66, Fig. 16), da die Anfangs- 
gescbwindigkeit sammtUcher Punkte Null ist. Es wird also 
der Unterscbied C^F^ zwiscben der Beschleunigung bei der 
variirten und wirklicben Eewegung identiseb rait der vir- 
tuellen Verscbiebung des betreffenden Punktea. Die Pro- 
jectionen von C^F^ auf die Ooordinatenaxen konnen daher 
ebenso gut die GrSssen Sx'i, Sy'{ und dz'/, ale die Grossen 
^%' ^Vh '^^^ ^*fe bedeuten und die beiden Relationen 93) 
und 179) werden identisch. 

Analytiscb spricht sicb dies dadurcb aus, daas man 
wabrend jedesZeitmomentes einer sehr kleinen Zeitr den x", 
y" und x", welche aofangs alle gleicb NuU sind, beliebige mit 
den Bedingungen vertragliche sehr kleine Wertbe tix", Sy" 
und §x" ejrtheilen liann. Die Relation 179) gilt dann 
wahrend jedes dieser Zeitmomente. Integrirt man zweimai 
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Ton bis r, so kann man die Krafte dabei constant be- 
trachten, da die Bewegung des Systems anfangs mit der Ge- 
schwjndigkeit Null, spater nur mit unendlich kleiner Ge- 
scliwindigkeit geschieht; die Eeschleunigangen x'^, y'l, ^ aber 
sind an&ngs Null, bleiben immer sehr kiein gegen XJmj^, ^Jf^^ 
und Zjj/m^ und kSnnen daber ■vernachlassigt werden. 
Es folgt also zun^chst 

h=i 

E 

Offenbar ist aber ' ' 

fdtfdtSxk 



der gesammte Coordinatenzuwacbs Sx,^, und dassdbe gilt fiir 
die y- und s-Axe. Die Relation 180a) ist daber identisch mit 



^^{XJx,+ YJy,+ ZJz,)^ 



0. 



Ebenso findet man, dass die Bedingungen 180), welebe 
fur das Prineip des kleinsten Zwangea gelten, mit den Be- 
dingungen 86) und 88), welche fur das Prineip der Yirtuellen 
Verschiebungen gelten, identiach werden. 

Das Prineip der virtuellen Verschiebungen ist also mit 
dem des kleinsten Zwanges fiSr den Fall des Gleichgewicbtes 
im Ruhezastande identisch. 

Im Falle der Bewegung und des Herrschens von Un- 
gleicbungen aber kann kein Beweis geliefert werden, dass 
die das Prineip der virtuellen Verscbiebungen darstellende 
Relation 93) die eintretenden Beschleunigungen auch immer 
eindeutig bestimmt. Um dies nachzuweisen, geniigt ea 
offenbar an irgend einem speciellen Beispiele zu zeigen, 
dass Falle moglioh sind, wo die Relation 93) fur yerschiedene 
mSgliche Bewegungsarten gilt, so dass aus ibr allein nicht 
erkennbar ist, welcbe derselben eintritt. 

Ein derartigea specielles, von Gibbs erdachtes Beispiel 
wollen wir im folgenden Paragrapben behandeln. 
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§ 69, Specieller Fall, wo das Princip dea kleinstBn Zwanges 
mehr leistet, als das der virtuellen Verschiebmigeii. 
Es sei eine Flache 'F gegeten, welche durch den 
Coordinatenur sprung geht, daselbst senkrecht auf der Ab- 
aciasenaxe eteht und der positiven Abscissenrichtung ihre 
concare Seite zuwendet. Ein beweglicher materieller Punkt 
von der Masse wi, dessen rechtwiokelige Coordinaten im All- 
gemeinen a:, y, % heisseu sollen, passire zur Zeit % fiir welclie 
man seine Bescbleunigung sucht, gerade den Coordinaten- 
urspmng mit der G-eschwindigkeit v. Der Kriimmungaradiua 
des Scbnittes der Mache F und der Ebene, -welcbe v nnd die 
Abscissenaxe enthalt, sei it Die Bedingung, welcher der 
materielle Punkt unterworfen ist, bestehe zur Zeit t darin, 
daas er die Flacbe Fnacb der der negativen Abscissenrichtung 
zugewandten Seite nicht iiberscbreiten darf, sicli aber nach 
der positiven Absciasenriebtung Mn beliebig von dei-selben 
entfemen kann. Bei Anwendung dea Principes der virtuellen 
Verscbiebung ist daber 8y und b% beliebig, Sx dagegen 
kann ebenfalls beUebige, aber nur poaitive Wertbe {incl. Null) 
annehmen. Die Relation 93) fordert daher, daas my' -^Y 
and m ;?;" = Z sei. Da 5 a: nur gleicb Null oder poaitiv, und 
a/' vermfige der Bedinguogen des Systems gieicb oder be- 
liebig grSsser als v^\R sein kann (vergl. § 13), so ist die 
Kelation 93) immer erfiillt, falls t!' gleiob dem grosseren 
der beiden Ausdrilcke v^\R oder Z/m oder noch grosser ist. 
Diese Relation lasst ako vollig unbestimmt, ob sich nicht 
das Beweglicbe schon fiir Wertbe des X, die kleiner als die 
Centrifugalkraft mv^jJi sind, Ton der Flacbe loslost. Die 
TJnmoglicbkeit biervon kann man nur indirect daran er- 
kennen, dass dann sofort nach der LoslQaung das Beweg- 
licbe vollig frei und seine Bescbleunigung in der Abscissen- 
ricbtung gleicb X/m, also kleiner als i?*/E werden miisste, so 
dass es sicb sofort wieder an die Flache anscbliesaen miisste, 
Bei Anwendung des Principes des kleinsten Zwanges 
iat weder der Ort, wo sicb der materielle Punkt befindet, 
noch sind dessen G-escbwindigkeitscomponenten zu variiren. 
Die Variationen §y" und Sx" der Componenten der Be- 
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schleunigung in der y- rmd s;-Eichtuag sind willkiSrlich ; 
daher folgt aus der Eelation 1 79) wieder m y" =J, mz" = Z 
imd diese reducirt sich anf 
JSl) {mx"-X)Sx"-^0. 

Die Geschwindigkeit v kanii keine negative Oomponente in 
der Absciasenrichtung haben, da daa Bewegliche verhindert 
ist, auf die Seite der negativen Abscissenaxe zu gelangen. 
Sie kann aber aach keine positive Oomponente in der Ab- 
scissenrichtung haben, da das Bewegliche sonst von der 
Seite der negativen Ahscissen kommen miiBste, wenn deasen 
Geschwindigkeit nicht eine endliche Eichtungs3jiderung er- 
ft,hrt, was wir ansschliessen woUen, da dazti eine unendliche 
Kraft erforderhch ware. Es steht also die Geschwindig- 
keit V senkrecht aaf der Abscissenrichtung und daher ist 
die Bescblennigung x" in der poeitiven Abscissenrichtung, 
wenn sich das Bewegliche gerade in der FlSche F bewegt, 
gleich v^lR. Das BewegHche kann sich nicht in einer 
weniger gekrilmmten oder gar nach der anderen Seite ge- 
kriimmten Bahn bewegen, da es sonst nach deijenigen Seite 
der Flache F gelangen wiirde, welche der negativen Ab- 
sciasenrichtung zugewandt ist. Es kann also die Beschleu- 
nigung keinen negativen und keinen kleineren "Werth als 
v^jS annehmen. Dagegen kann die Bahn starker nach der 
poaitiven Absciasenseite hin gekriimmt, alao x" beUebig 
grosser als v^jB sein. Wir erhalten daher fur Sx" folgende 
Bedingungen; Wenn x" = v^jR ist, kann ^a;" nur gleich Null 
oder poaitiv sein. Wenn dagegen x">v^lR ist, so ist Sx" 
ebenso wUlkUrlich wie Sy" und Sx". 

Nachdem dies festgestellt ist, woUen wir untersuchen, 
was aus dem Principe dea kleinsten Zwanges, das sich auf 
die Eelation 181) reducirt hat, folgt. Wir unterscheiden 
folgende Falle: 

1. ^ sei negativ oder habe einen so kleinen positiven 
Werth, dass Xjin < v^jE ist. Dann iat in 181) der erste 
Factor notbwendig poaitiv, da. x" ^ v^ j R iet. Der Fall, daas 
x" '>v''jR ist, ist also dann durch die Eelation 181) aus- 
geschlosseu, da in diesem Falle Sy!' und damit die linke 
Seite von 181) aucb negativ sein konnte, In diesem Falle, 
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dass X negativ oder < mv^jR ist, nmss also a!' = v^jB sein, 
d. h. der materielle Punkt bleibt auf der Flache, was mit 
der Erfahrung stimmt, da dann in der That die aussere 
Kraft entweder nach der Seite der negativen Absciasen ge- 
ricMet ist oder, wenn sie die entgegengesetzte Eichtung bat, 
kleiner ist ala die das Beweglicbe an die Flache andriickende 
C entrifugaJkr af t. 

2. Ware X/m > v^jE, so ware, wenn a;" = v^jR ware, 
der erste Factor der linken Seite der Belation 181) uegatiy. 
Da Sai' jedeufalla positive Wertbe baben kann, so ware also 
diese Relation nicbt erfullt Dann muse also a^' > v^jR sein. 
Da aber in diesem FaUe Sx" positiv und negativ sein kann, 
so kann die Relation 181) nur erfullt sein, wenn myf'=^X 
ist Das Beweglicbe l6st aich also von der Flache ab and 
bewegt sicb so, als ob ea frei ware. Dies stinunt wieder 
mit der Erfahrung, da jetzt die Componente der Kraft, 
welche das Beweglicbe von der Flache hinwegtreibt, grQsser 
als die Gentrifugalkraft ist. 

3. Ist endlich Xjm = v^jB, so ist jedenfalls auch 
x" = v^lR. Denn wenn x"'>v^jB ware, so ware in 181) 
der erste Factor positiv und der zweite konnte aucb negativ 
sein. Die Bahn des Beweglichen wurde dann auch, wenn 
es frei ware, die Flache F osculiren. 

Aus den angestellten Betrachtungen folgt sofortFolgendes. 
Ein materieller Punkt bewege sich langs einer krummen 
Flache, welche er nach der concaven, nicbt aber nach der 
anderen Seite bin verlassen kann. Die Componente N der 
von aussen auf ihn wirkenden Kraft senkrecbt zu dieser 
Flache wachse continuirlicb von einem Werthe, der kleiner 
als mv^jR ist, zn einem grosseren oder springe plotzlich zu 
einem solcben aber, Dann l5et sich daa Bevregliche im 
Momente, wo JSf^mv^jR wird, von der Flache mit der 
Beschleunigung Njm los, Aus dem Principe des kleinaten 
Zwanges folgt dies unmittelbar durch seine Anwendung auf 
jeden einzelnen Moment der Bewegung, aus dem der vir- 
tueUen Gescbwindigkeiten aber nur durcb Zuziehung fremd- 
artiger Betrachtungen, z. B, tiber die Bewegung, welche sicb 
dann fiir spatere Zeitmomente ergeben wiirde. 
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§ 70. Oleichgewicht im Knliezuataiide, wenn eine Kraft- 
function existlrt. 
Be Bonders einfach gestaltet sich die Gleichgewichts- 
bedingung fiir den Euhezustand, wenn die gegebenen Krafte 
eine Kraftfunction haben. Dann ist: 

X ^ --.I- r = - — z ^ ~^ — 

'* 8x„ ' '' dyi,' ^ d^i, 

und arts 95) folgt SV'^0 fur alle mit den Bedmsungen 
vertraglichen Verandenmgen der Cooidmaten, 

Es ist also dann der die Yariationen enthaltPnde \ii9 
druck 95), der das Kriterium fiir das Gleichge^sicbt hcfert, 
die Yollstandige Variation einer Function der Coordiniten, 
welche nooh die natUrlich nicht za viriuende Zeit espbcit 
enthalten kann. Durcb Angabe diesei emzigen Funution 
and naturlicb der Bedingungen des Systems,, wenn solcbe 
vorbanden sind, kann daher die Frage naoh dem Gleich- 
gewichte auf eine lediglicb matbemati^cbe iufgabe zuiuck- 
gefiihrt werden, weshalb man der Kraftfnnction aucb den 
Namen statiscbes Potenti al giebt Wir werden im zweiten 
Theile seben, dasa in vielen Fallen ancb die Auffindung 
der Bewegung des Systems durcb die Forderung, dass eine 
einzige Function, die dann allerdings nocb die Gescbwindig- 
keitscomponenten entbalt, ein Grenzwertb seiii soil, auf eine 
rein mathematiscbe Auf gab e zuruckgefilbrt werden kann. 
Jene Function werden wir dann das (mittlere) kineti g^hg 
Potential nennen. 

Wenn dauemde Bnbe des Systems mit den Bedingungen 
deaselben vereinbar ist und ein statisches Potential existirt, 
wird also das System immer im Gleichgewicbte bleiben, 
wenn es anfangs in Euhe war und die erste Variation des 
statischen Potenfiales fiir keine unendlicli kleine miSgliche 
Verscbiebung der Punkte negativ ausfallt. 

In diesem FalJe ist aucb. die Definition de r Stabilita t 
oder Labilitat des Gleichgewicbtes eine sebr einfacbe. Das 
GleicEgewJcbt heiast stabil, wenn, aobaJd man jedem Punkte 
des Systems eine sebr kleine Verscbiebung und Geschwindig- 
keit ertbeUt, diese zu alien spateren Zeiten sehr kleia bleiben, 
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sobald sich das System imter dem Binflusae der gegel 
expliciten Krafte weiter bewegt, me immer die ursprungUeli 
ertheilte Verachiebung und Geschwindigkeit beschafi'en sein 
mag, unter der Bedingung, dass ihre Griiase unterhalb einer 
gewissen G-renze Hegt 1st ea dagegen moglich, durcb irgend 
eine beliebig kleine, den Punkten des Systems anfangs er- 
theilte Verscliiebtmg imd Gescliwindigkeit zu bewirken, dass 
dieae mit der Zeit endliche LageaaDderungen und Ge- 
schwindigkeiten annebmen, so heisst das Gleichgewicbt labil. 
Der erste Fall tritt immer ein, wenn auch mit Berilck- 
siclitigang der unendlich Kleinen hoberer Ordnung V fur 
alle moglicben sehr kleinen Coordinatenvariationen nur 
positiye ZuwS.chse erfabrt, die wachaen, wenn die Coordi- 
natenvariationen einander proportional wacbsen. 

Sei F(| der Wertb der Kraftfunction in der Euhelage. 
Es werde jedem Punkte eine unendlicb kleine Verscbiebung 
nnd Geschwindigkeit ertheilt, wodurcb die Kraftfunction den 
Wertb Ffl + J,, die lebendige Kraft den Werth T^ annebmen 
soil. Nun bewege sich das System von diesem Anfanga- 
ziistande ausgehend den Bewegungagleichungen entsprechend. 
Za irgend einer spateren Zeit t sollen V^ + A und T die 
Wertbe der Kraftfunction und lebendigen Kraft sein. Dann 
ist nacb dem Energieprincipe 

Af, + T^^ A+ T. 
Ea kann also weder A noch T einen grosseren als den sehr 
kleinen Werth Ag + JJ, annebmen. Da aber A unserer An- 
nabme gemaas nothwendig friiher iiber den Werth Ag , der ja 
beliebig klein gemacht werden kann, hinauswachsen miisste, 
bevor irgend eine Coordinate einen endlicben Zuwachs er- 
fiihre und aucb die lebendige Kraft T notbwendig einen 
grosseren endlicben Werth erhalt, wenn irgend eine Ge- 
schwindigkeit Ku einem endlicben Werthe anwacbst, so 
mtissen alle Geschwindigkeiten stets sebr klein und alle 
Coordinaten sebr nahe gleicb ibrem urspriinglicben Werthe 
bleiben. 

Wenn V zwar nicht abnehmen kann, aber bis zu einera 
endlicben Zuwachse einer oder mehrerer Coordinaten con- 
stant bleibt, ao beiaet das Gleichgewicht indifferent . Dann 
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kann sicli das System nach oiner unendlich kleinen StSmug 
um Endliches aua seiner Lage entfernen, aber keine end- 
lichen Gesckwindigkeiten annehmen. 

Wenn dagegen V abnehmen kann, so wird es, wenn ea 
durck eine passende Stomng eine kleine Abnahme erfahrt, 
bei wachsender lebeudiger Kraft, also mit wacbaender Ge- 
schwindigkeit zn immer kleineren Werthen fortachreiten, bis 
die iur kleine "Wertke geltendeu Formeln iiberhaupt nicbt 
mehr anwendbar sind. Das Gleichgewicht heisst dann labi!. 
Ein Jedermann gelaufiges Beispiel bietet das Gleich- 
gewicht eiues festen Korpers unter dem Einflusse der Schwere, 
Zieht man die x-Axe vertical nach abwarts und beaeicbnet 
mit £ die s;-Ooordinate des Schwerpnnktes des Korpers, mit 
p dessen Gewicht, so ist F= —p^. Gleichgewicht findet statt, 
wean bei jeder virtuellen Verachiebnng des Korpers J abnimmt 
oder nur um unendlich Kleines hoherer Ordnung zunimmt. 
Kommt der Schwerpnnkt bei jeder kleinen mSglichen Ver- 
schiehung hSher zu liegen, so ist das Gleichgewicht stabil. 
Ctiebt es kleine Verachiebungen, fiir welche der Schwerpunkt 
ainkt {Ei, das auf der Spitze steht), so ist das Gleichgewicht 
labil, Ein Beispiel des indifferenten Gleichgewicbtes bietet 
eine Kugel oder ein gerader Kreiscylindcr anf hori^.ontaler 
TJnterlage. 

§ 71. Bezeichnung aammtlicher Coordinaten mit gleichen 
Buchstaben. 
Das Princip der virtuellen Verschiebnngen oder des 
kleinsten Zwanges konnen wir in der Form 



schreiben, wobei « = oder gleich 2 ist, d. h. ganz v 
lasaen oder dnrch zwei Striche zu ersetzen ist, je i 
es sicli um das erstere oder letztere Princip handelt. Die 
Yariationen haben dabei die Eelation 86), 88), 169) oder 180) 
zu erfilUea, welche wir in der Form 
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schreiben konnen und wobei beide Zeicben gelten oder bios 
das Gleicbbeitszeichen, je nachdem dies in 79) oder 80) der 
FaE ist. Die §, ij, Z tonnen in die Form 89) gebracit werden 
oder nicht, je nachdem die betreffende Bedingung hoionom 
ist oder nicht Es ist « = oder 2, je nacbdem wir das 
Princip der virtnellen Verscbiebungen oder des kleinsten 
Zwanges benntzen. 

"Wir woUen nun eine Veranderung der Bezeichnunga- 
weise einfubren, die uns einige unniitze Scbreibereien erspart. 
Wir bezeichnen die Masse des ecsten materiellen Punktea 
nacb Belieben mit m^, m^ oder m^, so dass also m^, m^ 
und Mig drei untereinander gleiehe Grijssen sind. Die recbt- 
winkeligen Coordinate n des erateren materiellen Punktes 
bezeicbnen wir mit x^, x^, x^, die Componenten seiner Ge- 
scbwindigkeit und Bescbleunigung mit x'l, x'2, x's, xi, xi, xi, 
die Componenten der auf ibn wirkenden expliciten Kraffce 
mit^, X^, X^, a!le Componenten nattirlicli in den Coordi- 
natenrichtungon Terstanden. Ebenso bezeicbnen wir die 
Masse dea zweiten materiellen Punktes mit m^, m^ oder m^, 
wobei naturlicb wieder m^ = m^ = m^ ist. Seine Coordinaten, 
Gescbwindigkeits- und Besehleunigungsoomponenten und die 
Componenten der auf itm wirkenden expliciten Krafte mit 
%j 3^6) ^) »4i iKs, ajfi, 3^', ^i, x'i nnd^, X^, X^. So fabren wir 
fort bis zum letaten materiellen Punkte, dessen Masse also 
mit m3a-2 = *"3n-i = ^ii 6^. bezeichuet wird. 

Die Relation 182) nimmt jetzt die einfacbere Form an 

184) 2W^'-^ft)^4^0; 

flir das Gleicbgewicbt im Euhezustande aber, wo alle Be- 
achleimigungen verschwinden, erbalt man 

185) '^X^Sxt^O, 

wabrend man die Bedingungen 183) fiir die Variationen 
der Coordinaten in der Form scbreiben kann 

186) S'lUa^hSO, 

da wir auch l^ilg, li--- fiir ijj, SJ, |^-.. schreiben wollen. 
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§ 72. Daa d'Alembert'sche Priucip. 

Sei ein beliebigea System materieller Punkte gegeben. 
Die Bedingungagleichmigeii seien so bescbaffen, dass voll- 
kommene Ruhe des Systems oder wenigstens das Veracbwin- 
den sammtlicher Gescbwindigkeitea und Bescbleunigungen 
sammtlieber Punkte des Systems za einei" beatimmten Zeit d- 
damit yereinbar ist. Die Bedingung, dass das System eich 
unter dem Einflusae der darauf wirkenden Krafte zur Zeit & 
im Eubezustande im Gleicbgewicbte befinden kann, ist durch 
die Eelation 185) auagedrlickt. Ist das System zur selben 
Zeit in irgend einer Bewegang begriffen, so sind die Be- 
wegangsgleichungen durcb die Relationen 184) bestimmt. 
Man aieht also sofort, dass man die Bewegungsgleicbungen 
erbalt, iadem man in den Bedingungsgleichungen fiir das 
Grleichgewicbt im Ruhezustande einfach statt der Compo- 
nenten der expliciten KrSfte X^^ schreibt 
187) A'fc — m^Xh, 

was wir die erste Form des d'Alembert'scben Prinoips 
nennen wollen. 

Wir nehmen jetzt an, dass sich dasselbe System unter 
dem Einfluase der daranf wirkenden Krafte von beliebigen 
Anfangsbedingungen ausgebend in beliebiger Weise bewege, 
Bo dass also die die Gesetze der Bewegung bestimmende 
Eelation 184) gilt. Zur Zeit & soli nun plotzlich auf jeden 
Punkt des Systems zu den oiraehin scbon darauf wirkenden 
expliciten Kraften eine Kraft binzugefiigt werden, welohe 
derjenigen gerade gleieh und eutgegengeaetzt ist, die wir 
friilier im § 34 die Totalkraft genannt haben, also eine 
Kraft, deren EJcbtung der augenbbcklichen Beschleunigung 
dieses Punktes entgegengesetzt und deren Intenaitat gleicb 
dem Producte dieser Beschleunigung in die Masse des be- 
trefEenden Punlrtes ist; mit anderen Worten, deren Compo- 
nente in der Richtung der feten Coordinate gleicli 
188) -fn^Xk 

ist. Wir wollen das System von Kraften, welches dnrch 
Hinziifilgung dieser Krafte zu den exphciten Kraften entr- 
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steht, das KraftsyBtein 33 nenaen. Zugleich soil jeder Puukt 
in Eahe veraetzt werden. Hierdurch kommt das System 
sofort ins Gleichgewicht, was w die zweite Form des 
d'Alembert'schen Princips nennen woUen. 

Man beweist dies leicht in folgender Weise: Die ftte 
Componente in einer der Coordinatenrichtungen ist fur das 
Kraftesystem 58 

189) Xl = Xk — m^x'u. 

Man erhalt also aus den Bewegungsgleichungen 184), welche 
ja fiir die wirkliche Bewegung, wie sie unter dem Eintlusse 
der sie erzeagenden Krafte, deren Ate Componente X^ ist, 
vor sich gehen, erfiillt sein i 



190) 2^*' 



'< ^ 0. 



Dies ist aber gemasa 185) gerade die Bedingung, dass sich 
das System unter dem Einfluese der Krafte aj zur 2eit & 
im GleicbgewicMe im Eubezustande befinden kann. Die 
Krafte 35 sind iibrigens identiach mit den Kraften, welcbe 
wir in § 34 die verlorenen genannt haben und welcbe den 
Verbindungskraften gieich und entgegengesetzt gericlitet 
waren. Die Componenten der verlorenen Krafte waren ja 
duroh die Ausdrlicke 82) gegeten, welche, wie man aus 81) 
ersiebt, mit 189) identiscb sind. "Wir konnen daber das 
I der expbciten Krafte (Ate Componente = Xj) in zwei 
legen: das der totalen Krafte (Ate Compo- 
nente = OTj, ^4') nnd das der verlorenen (Ate Componente 
= Xft — m;,a;ft). Das erste System ist so bescbaffen, dass 
die auf jeden einzelnen Pankt wirkenden Krafte diesem, 
wenn er vollkoramen frei ware, genau diejenigen Bescbleu- 
nigimgen ertheUen wilrden, die er wirklicb zur betreffenden 
Zeit erfahrt Das letztere Kraftsystem ist dem Systeme der 
Verbindungskra,fte gieich und entgegengesetzt gerichtet. Es 
wilrde aich, wenn das materielle System momentan zur Ruhe 
gelangen wurde, an diesem immer das Gleichgewicht halten, 
wenn zur betreffenden Zeit Euhe des Systems uberhaupt 
mit den Bedingungen vereinbar ware. Wir woUen dies die 
dritte Form dea d'Alembert'schen Princips nennen. 
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Dasselbe entspricht dem schon in der Anmerkung auf 
S. 131 (§35) bewiesenen Satze, daas es nie eine mSgliche 
Bewegung giebt, welche die verlorenen Krafte gegeniiber 
der wirkljchen anatrebea. Bs ist klar, dass Krafte, welche 
den Verbindungekraften entgegengesetzt gleich sind, durch 
diese aufgehoben werden konnen und sicb daher das Gleich- 
gewicht haltea. 

Es kann vorkommen, dass die Krafte als E\inctioneu 
der Geschwindigkeiten oder anderer den Zustand des Systems 
bestimmender Grroasen gegeben sind. Wenn wir sagen, wir 
versetzeo das System plotzlich in Euhe und lassen dieselben 
Krafte daranf wirken, so meinen wir natilrlich nicht, daas 
die Krafte dieselben Fnnctioneu der Geschwindigkeiten oder 
dieser anderea Grrossen bleiben soUen, sondern dasa die auf 
jeden Pankt wirkende Kraft durch den gleichen gleich ge- 
richteten Vector dargestelit werden soil. "Wenn die Krafte 
bios Functionen derLage und derZeifc sind, so tritt dies in der 
That ein, wenn diese Functionen ungeandert bleiben, da wir 
ja, ala wir das System plotzlich in Euhe veraetzten, nicht die 
Lage seiner Theilc, wohl aber die Geschwindigkeiten anderten. 
Wir konnen endlich noch folgenden Satz aussprechen, 
den wir (allerdings im uneigentlichen Sinne) die vierte Form 
des d'Alembert'schen Princips nennen wollen: Wenn sich 
gewisse Krafte am ruhendea Systeme das Gleichgewicht 
balten, m yerandem sie, zm anderen Kraften hinzugefiigt, 
die durch letztere erzeugte Bewegung nicht Wenn sich die 
Bedingnngen mit der Zeit andem, muss man sagen, dass 
die durch gewisse Krafte zu irgend einer Zeit erzeugte 
Beschleunigung des Systems durch Hiazufiigung aaderer 
Krafte aicht verandert wird, wean sich jeae anderen Krafte 
zur seiben Zeit an dem in gleicher Lage ruhendea Systeme 
da^ Gleichgewicht halten wiirdea. Wir wollen den iibrigens 
leichten Beweis dieses Satzes spater nachholen. 

§ 73. Definition des Gfleiohgewichtes der Krafte an einem 
bewegten Systeme. 
Damit alle diese Satze, welche wir die verschiedenen 
Formen des d'Alembert'achea Priacips genannt haben 



y Google 



GI.191.] VI. §73. Gleiehgewicht der KvSfte. 233 

auch in dem Falle eineu Sinn behalten, wo Huhe aller 
Punkte des Systems mit den Bedingnngen desselben nicht 
vereinbar ist, musa eine Definition des Gleichgewicbtes von 
Kraften an bewegten Korpem anfgestellt werden, das man 
jedenfaUa nicht auf den Fall bescbranken kann, wo keiner 
der Punkte des Systems eine Beschleunigung erfabrt, Es 
bleiben alle diese Satze mit verhaltnissmassig geringen Modi- 
ficationen richtig, wenn man YOn dem Gleicbgewichte von 
KrSften folgende ganz allgemeine Definition aufstellt, welche, 
falls das System ruht, mit der fmlier Tom Gleicbgewicbte 
ira Ruliezustande aufgestellten zusammenfallt, diese also ala 
Specialfall in sicb begreift, aber aucb ant' den Fail anwend- 
bar ist, dasa Ruhe des Systems gar nicht mit den Be- 
dingnngen Tereinbar iat. 

Sei ein materielles System gegeben, Euhe desselben 
kann mit den Bedingnngen vereinbar sein oder nicht. Falls 
keine expliciten Krafte vorhanden sind, wird bei gegebener 
AnfangslageundGrossenndEichtungderAnfangsgeschwindig- 
keitensammtlichermateriellen Punkte eine gewisse Bewegung, 
also eine gewisse Eeschleunignng sammtlicher Punkte eiii- 
treten. Wenn nun trotzdem, dass bestimmte explicite Krafte 
wirken, dasselbe System bei gleichen Bedingnngen, gleicher 
Lage, gleicher Grosse und Eichtung sammtlicher Gesehwindig- 
keiten zu einer bestimmten Zeit wieder dieselbe Bewegung 
macht, genauer gesprochen, wenn daran zu dieser 2eit genau 
wieder dieselben Beschleunigungen eintreten, so wollen wir 
sagen, jene expliciten Krafte halten sich an dem Systeme 
zu dieser Zeit das Gleichgewicht, gerade so wie wir fur einen 
einzelnen freien materiellen Punkt aagen, dass sich die auf 
ihn wirkenden Krafte das Gleichgewicht halten, wenn er sich 
geradlinig und gleichfdrmig bewegt, wie er es bei Abwesen- 
heit aller Krafte thut. 

Wenn keine expliciten Krafte vorhanden sind, erhalt 
man aua 184) 
191) "^m^x^Sxt^O. 

Wenn sich gewisse Krafte (ihre hte Componente nach einer 
Coordinateuaxe beiaae Xl) nach unserer neueu Definition 
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das G-leichgewicht halten sollen, so muss fizr die gleiche 



$? 



daher 

192) ^ X| 5a;h ^ ^ Mft ^i (i xt 

sein. In den Fallen, wo iiberall iiur die Gleichheitszeichen 
gelten, folgt hieraus und aus 191) 

193) ^Xidxl^O. 

Die Bedingiing dea Gleichgewichtes iat also durch dieselbe 
Relation (95) gegeben, wie bei der friiheren Definition, und 
alle Tier Formen dea d'Alembert'schen Principa bleiben 
unverandert giltig. Man erhalt wieder aus der Gleicbgewichts- 
bedingung 193) die Bewegungsgleichimgen, indem man darin 

194) X;.-mft9^:fiir Xl 

schreibt. Die verlorenen Kriifte, deren Ate Componente 
Xh~*Hh^h ist, welcbe man also erlia,lt, wenn man ausser den 
expliciten Kraften noch die negatiy genommenen totalen, aiso 
auf jeden Punkt noch eine Kraft wirken lasst, die entgegen- 
gesetzt wie dessen Beschleunigung ist und deren Intensitat 
das Product aus der Masse des Punktes in seine Beachleu- 
nigung ist, mlissen bei jeder Bewegung die Bedingung 193) 
erfuUen, also sich das Gleiohgewicht balten. Man kann die 
expliciten Krafte immer als die Superposition der uegatJT 
genommenen letzteren (der positiy genommenen totalen) und 
der verlorenen betracbten. 

Wenu sich endlich irgend welche Krafte das Gfleich- 
gewicht halten, so erfiillen sie die Bedingung 193). Fiigt 
man sie daher zu beliebigea anderen hinzu, so siebt die fiir 
die Summe beider Krafte gebildete Relation 184) genau so 
aus, wie die fiir die anderen Krafte allein gebildete, und da 
diese Relation die Bewegung voUatandig bestimmt, so wird 
aucb die durcb die anderen Krafte allein bewirkte Bewegung 
durch die Hinzufugung der im Gleichgewichte befindlichen 
Krafte nicht verandert. Man sieht sofort, dass dieaer Be- 
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weis auf Krafte, die sich nach der alten Definition am ruhea- 
den Systeme das Gleichgewicht halten, aucli anwendbar ist, 
■ffenn unter den Eedingungen Ungleicliungen Yorkommen. 

Eei Kraften, die sich nur nach der neuen Definition 
das Gleichgewicht halten, erfahren aher diese Satze einige 
BeschrJLnkung, wenn anch UngleichheitSKeicheii zulaasig aind. 
Zunachat wird wegen 191) die Relation 184) sicher erfiillt 
sein, wenn gewisse Krafte die Relation 

195) "^XlSxl^O 

erfiillen. Bezeichnen wir die Componenten Xj, — mj, xi der 
verlorenen Krafte mit Xi, so erMlen sie aber nach 184) 
die Relation 195). Die verlorenen Krafte halten sich also 
sicher wieder das Gleichgewicht Das d'Alembert'sche 
Princip hleibt in der Faasung, die wir seine zweite und dritte 
Form nannten, richtig, selhst wenn Verschwindeu aller Ge- 
achwindigkeiten und Beschleunigungen gar nicht mit den 
Bedingungeii des Systems vereinbax ist. In Worten aus- 
gedrlickt: lasat man ausser den expliciten Kraften noch die 
negativen totalen, d, h. noch auf jedeu Punkt eiue Kraft 
wirken, welche gleich der mit der Masse multiphcirten Be- 
schleiinjgung und der letztereu entgegengesetzt gerichtet ist, 
so tritt Gleichgewicht ein. Die expliciteB Kra^fte sind die Super- 
position der dieaen entgegengesetzten (der positiyen totalen) 
und der im Gleicbgewichte befindlichen verlorenen Krafte. 
Dagegen gelten die Satze, welche wir die erste und 
vierte Form des d'Alemhert'schen Principes genannt 
haben, nicht mehr, da ja die Gleichung 185) diejenige ist, 
aus welcher die Bewegungsgleichungen durch die Ver- 
tauachung 187) gewonnen werden, wogegen das Gleich- 
gewicht durch die Relation 192) bestimrat wird, welche nicht 
mit 185) identisch ist und auch nicht mehr Garantie giebt, 
dass durch Hinzufiignng von Kraften, die ibr genUgen, zu 
anderen die von jenen anderen Kraften erzeugte Bewegung 
nicht ver^ndert wird. 

Da stets die Totalkrafte dieselbe Bewegung des Systems 
erzengen, wie die expliciten, so sind heide einander immer 
beziiglich des Systems ilquivalent. 
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Ich fand ausser der gegebenen Definition dea Gleich- 
gewiehtes keine, welche auch auf den Fall anwendbar ware, 
wo daa Verachwinden aller Gteachwindigkeiten and Beschleu- 
Igimgen gar nioht mit den Bedingungen des Systenas ver- 
inbar ist, 1st es mit dieaen vereinbar, so konnte man auch 
;e Definition des Gleichgewichtes im Euliezustande in einer 
anderen Weise ao erweitern, dass sie sich auf den Be- 
■wegungsznstand erstreckt, Man kSnnte als Krafte, die sich 
am bewegten Sjateme das Gleiehgewicht halten, solche 
definiren, die sich zur gleicben Zeit an dem in gleicber 
Lage mhenden Systeme das Gleiehgewicht halten wiirden, 
waa wir die zweite Definition des Gleichgewichtea von 
Kra,ften ao einem bewegten Systeme nennen wollen. Danu 
ware das Gleiehgewicht durch die Relation 195) gegeben 
und man hiitte den Vortheil, dass das d'Alembert'sche 
Princip in alien Tier Formen richtig bieiben wiirde, aher 
den Nachtheil, dass die Definition im Falle, wo Euhe des 
Systems mit dessen Bedingungen nicht vereinbar ist, nicht 
anwendbar ware, was docb wiinscbenswerth ware, wenn man 
wie so baufig den folgenden Satz als allgemein gilltig hin- 
atellt: Jedes bewegte System kommt aofort ins Gleiehgewicht, 
wenn man nebst den ohnedies wirkenden Kraften auf jeden 
Punkt noch eine Kraft wirken lEsst, die der Beschleunigung 
desaelben entgegengesetzt gerichtet und deren Intenaitat gleich 
der mit der Masse multiplicirten Beschleunigung iat. 

Da aus den Eelationen 191) und 195) nothwendig 
192) folgt, so miissen Krafte, die sich nach der zweiten 
Definition das Gleiehgewicht halten, es nothwendig auch 
nach der ersten thnn, was iibrigens schon aus der ersten 
Definition aelbst folgt, da sie ja die Euhe des Systems nicht 
atoren und diese jedenfalls auch ohne explieite Krafte mog- 
lich ist. Es k5nnen sich aher Krafte nach der ersten De- 
finition auch das Gleiehgewicht halten, wenn Eelation 195) 
nicht erfiiUt ist, sondern die linke Seite von 195) positiv 
iat, so lange sie nur kleiner als die rechte von 192) ist 
Dann halten aieb die betreffenden Krafte nach der zweiten, 
nicht aber nach der ersten Definition das Gleiehgewicht. 
Dies ist z. B. der Fall, wenn sich eine Kugel der coneaven Seite 
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einer etarren, glatten, gekrilmmten Wand anliegend bewegt. 
Eine senkrecht nach der concaven Seite der Wand wirkende 
Kraft a,ndert die BewegungderKugelniclit, ao lange sie kleiner 
als die Centrifugalkraft ist, wllrde aier die nihende Kugel 
nicht im Gleichgewichte erhalten. Eine solche Kraft kanu 
auch., obwohl sie sich nach der eraten Deiinition im Gleich- 
gewichte befindet, doeh zu anderen Kraften Miizugefiigt, die 
yon jenen anderen Kiaftren etzeugte Bewegnng verandem, 
wenn ihre Hinzufiigung bewirkt, dass eine echon friiher 
senkreoht nach der concaven Seite gerichtete Kraft nun 
grosser als die Centrifugalkraft wird. 

Die Lehre vom Gleichgewichte der Krafte bezeichnet 
man aXs die Statik, die von der Bewegung der Korper als 
die Dynamik, woibei wir es unentschieden lassen konnen, 
ob die Falle, wo sich Krafte an bewegten Systemen, nament- 
lich im Falle, dass die Eedingungen Ruhe derselben gar 
nicht zulaaaen, das Gleichgewicht haJten, in die Statik oder 
Dynamik gehoren, da wir die Probleme der Statik und 
Dynamik ohnedies immer antor einem behandeln werden. 

§ 74. Anwendtmg der Iffethode der Multiplicatoren auf den 
allgemeinsten Eall, dasB beliebige holonome oder nicht holo- 
nome Sedingimgsgleichiingen oder TJngleichungen bestehen. 

Wir sahen, dass das Princip des kleinsteu Zwanges bis 
auf gewisse aingulare Falle die Bewegung immer eindeutig 
beatimmt. Dieses Princip wird ausgedruekt durch die Re- 
lation 184) mit den Bedingungen 186), dereu Gesammtzahl 
(T sei , worin aber aberali a = 2 gesetzt werden musa. 
Wenn wir daher eine Losung gefunden haben, welche die 
Relation 184) filr alle den Bedingungen 186) geniigenden 
Werthe der Variationen erfiillt, so ist sie die Losung des 
mechanischen Problems, falls sie auch noch so viel Con- 
stanten besitzt, dass man alien moglichen Anfangabedingungen 
genUgen kaun. 

Wir wollen nun zeigen, wie eine solche ganz aUgemeine 
Losung mittelst der Methode der unbestimmten Multiplica- 
toren gefunden werden kann. Von den a Bedingungen fiir 
die wirkliche Bewegung konnen die holonomen in der Form 
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196) <fi(t,x,,x^ ...x^J^O, 
die nicht holoaomen aber in der Form 

197) r, + ^"^Wu^O 

gescbrieben werden. Um die Stibsiruug der spateren Tbeo- 
reme zu vereinfachen, denken wir un8 wie bister daa 
Zeicben der Pimctionea y, t und | derbnken Seite in 196) 
und 197) immer so gewablt, dass dieselbe ^0, niemala 
dass sie ^0 ist Wir wollen fiir den Augenblick in alien 
diesen u Eelationen, welcbe die ff Bedingungen des Systems 
ausdriicken, das Gleichbeitszeicben gelten lasaen, so dass wir 
also statt derEelationenl96) andl9T) durohaua die folgendea 
gelten lassen: 

198) <p^{t,x^,x^ ,..Xg^) = (), 

199) Ti +'2'lUft = 0. 
Dazu fiigen wir noch die Gleicbnngen 

200) »«,4'-^."'^^i^L = 0, 

■worin dem h alle Werthe Yon 1 bis 3n ertbeilt werden konnen. 
Fiir diejenigen Bedingungen, welcbe die Form 197) baben, 
ist in der letzten Gleicbung ^^ der aucb in 197) dort so be- 
zeicbnete Coefficient. Fur die Bedingungen von der Form 1 96) 
aber ist 1^ eine Abktirzang fiir d fjd x^. Ea gelten dann die 
Gleicbungen 89). Aiis den 3 « + «■ Gleichungea 198), 199) 
und 200) konnen wir im AUgemeinen die 3 w + o- G-riissen x" 
und X bestimmen. Ueber die singularen Falle, wo diese Be- 
stimmung aut' Scbwierigkeiten stosst, gilt das am Schlusse 
des § 43 (iiesagte und es ist bier wieder nicbt moglich, auf 
dieselben einzugehen. Nehmen wir an, wir batten die 
Gleicbnngen 198), 199) und 200) aUgemein gelost. 

Fiir alls Wertbe der Integrationsconstanten und der 
Zeit, iur welche dabei kein /L positiv wird, desaen Index gleich 
dem einer solcben Relation ist, fiir welche auch das Un- 
gleicbbeitszeicken gilt, ist die gefundene Losnng die des 
mecbaniscben Problems, da sie der Relation 184) mit den 
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Bedingungen 186) in der That geniigt und dieae die Losung 
der meclianisclkeii Aufgabe eindeutig bestdmmt, abgeseheii 
yon den schon erwahnten Singularitaten. Multipliciren wir 
najrdicli die ffleiciiimg 200) mit Sx^ wnd addiren alle so 
fiir alle h folgenden Gloiehungen, so ergiebt sich: 

"^{mn ^: - X,) 3x1= 2 'g ^1 lU ^S ■ 

2 lft ^^^ ^^^ ^^^ ^^^ ^^® ^1 -^^^ welche in der betreffenden 
Relation 186) irnr das Gleicliheitszeichen gilt, gleicb Nnll, 
fur aJle anderen negativ (incl. Null). Es folgt also in der 
That die Relation 184), Da nun die gefundene Losung 
auch die erforderliche Zaid von Integrationsconstanten ent- 
balt, so ist sie die allgemeine Losong der mechanischen 
Aufgabe.^) Specielle Beispiele gaben wir sohon in § 41 und 
zum Schlusse Yon § 43. 

Wiirde far einige (sagen wir a') der Werthe der I, fiir 
welche in den Eelationen 196) oder 197) auch das Un- 
gleichheitszeichen gilt, }^ positiv, so ware die entsprechende 
Gleichung ana den Gleichungen 198) oder 199), aber auch 
das mit dem entsprechenden i behaftete Glied aus den 
Gleichungen 200) wegzulassen. Denn wenn die Bewegung 
der entsprechenden Gleichung 198) oder 199) gemasa er- 
folgen wurde, so wurde von der Vorrichtung, die die be- 
treffende Relation herstellt, eine Widerstandakraft gefordert, 
die sie nur zu leisten vermochte, wenn sie auch zu ver- 
hindem vermochte, daes die liuke Seite der Gleichung 196) 
oder 197) griSsaer als Null wird; daher geschieht die wirk- 
liche Bewegung unbekuniniert um diese Vorrichtung. 

Wii haben nun nui mehr 3 n + f ~ o- Gleichungen, 
aber auch uui mthi 3 « + ff — ff Unbekannte Die auh 
die^en Gleichungen folgenden "Werthe der Xlnbekannten 
nennen wu die Losungtjwerthe Bieselben befiiedigen die 

') Jede der Cooidmaten die wir uns durch erne der EeKfionen 
l<»=vl elimimrt denken, bringt kerne, jede durch 199) phminirte erne, 
jede andere Coordinate zwei Integrationsconstauten hinem und min 
sieht leicht, dass ea ebeaso\iele \onemander uaabhingige Auf^ng^ 
werthe giebt. 
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